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Les physiciens ont expliqué les attractions et les répulsions 
électriques, en les attribuant a deux fluides distincts, qui sont 
tels, que les molécules de chacun deux repoussent celles du 
même fluide et attirent avec la même force celles de l’autre 
fluide; et la loi de cette force, conclue de l’observation di¬ 
recte, est celle de la raison inverse du carré des distances , 
la même que la loi de l’attraction newtonienne, qui paraît 
régir toutes les actions des corps , sensibles à de grandes 
distances. En partant de cette hypothèse, on a déterminé 
par l’analyse mathématique la distribution de l’électricité à 
la surface des corps conducteurs, la pression électrique qui 
a lieu de^ dedans en dehors en chaque point de cette sur¬ 
face , et 1 action de la couche électrique qui la recouvre, sur 
un point quelconque de l’espace. Les résultats du calcul se 
sont trouves parfaitement d’accord avec les nombreuses expé¬ 
riences que Coulomb a faites, il y a près de quarante ans, 
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sur cette matière ; et maintenant cette partie de l’électricité 
où ion suppose les deux fluides en repos, et où i’on fait abs¬ 
traction de toute action propre de ia matière des corps élec¬ 
trisés; est complète, ou du moins elle ne présente plus que 
des difficultés d’analyse relatives à ia forme et au nombre des 
corps soumis à leur influence mutuelle. 

L’induction a suffi pour attribuer de même les attractions 
et les répulsions magnétiques à deux fluides impondérables, 
que les physiciens ont appelés fluide boréal et fluide austral. Il 
était naturel de leur supposer le même mode d’action réci¬ 
proque; et, en effet, à ia même époque où Coulomb a dé¬ 
montré par l’observation la loi élémentaire des actions élec¬ 
triques, en raison inverse du carré des distances, il a aussi 
conclu de ses expériences que cette loi convient également 
aux actions magnétiques. Toutefois, les preuves qu’il a données 
et qui sont incontestables pour l’électricité, sont loin d’être 
aussi concluantes par rapport au magnétisme; mais cela n’em¬ 
pêche pas d’admettre la même loi pour les actions à distances 

de ces deux genres de fluides impondérables, sauf à montrer 
que les conséquences qui s’en déduisent par un calcul rigou¬ 
reux, s’accordent complètement avec l’expérience, pour le 
magnétisme comme pour l’électricité. 

Indépendamment de la similitude des attractions et répul¬ 
sions électriques et magnétiques, il existe encore une autre 
analogie entre le magnétisme et l’électricité : je veux parler de 
ia distinction des corps en deux classes, selon qu’ils perdent 
ou conservent plus ou moins long-temps l’état électrique ou 
magnétique qu’on leur a fait prendre. Relativement à l’électri¬ 
cité, les corps que ion appelle conducteurs, s’électrisent ins¬ 
tantanément par l’influence de corps voisins déjà électrisés; 
et aussitôt qu’on les a soustraits à cette influence, ils ne con¬ 
servent aucune trace d’électricité. Au contraire, les corps non 
conducteurs ne s’électrisent pas sensiblement par influence, à 
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moins quelle ne soit très-forte ou très-proiongée; mais, lors¬ 
qu on les a électrisés par d’autres moyens, ils conservent en 
chacun de leurs points l’électricitc qu’on y a introduite, et qui 
s’y trouve retenue par une action propre de la matière de ces 
corps. A cet égard, les corps susceptibles d’aimantation se com¬ 
portent d une manière analogue : les uns, comme le fer doux, 
par exemple, qui na été ni tordu ni écroui, s’aimantent par 

l’influence d’un aimant voisin ; et dès qu’ils en sont éloignés, \ 

ils ne donnent plus de signes de magnétisme : les autres, tels 

que l’acier trempé, ne s’aimantent que très-difficilement par 

influence; mais, si l’on a excité en eux le magnétisme par . 

d autres moyens plus puissans, ils conservent cet état magné-DEMI aV 

tique, sans doute aussi en vertu de quelque action particufR.DELLE SCIENZFi 

lière que leur matière exerce sur les deux fluides boréal ek ni J,* t 1 % 

austral. 

Telles sont les analogies principales que l’observation fait 
d’abord reconnaître entre l’électricité et le magnétisme ; mais, 
d’un autre côté, il existe entre ces deux affections des corps 
des différences essentielles, que nous allons rappeler, et qui 

ne permettent pas d appliquer au magnétisme sans restriction , 

la théorie de l’électricité. 

L’électricité pénètre dans toutes les substances, soit pour 
les traverser librement, soit pour s’attacher à leurs molécules; 
au contraire, ce n’est que dans un très-petit nombre de corps, 
dans le fer à différens états, dans l’acier, le nickel et le cobalt, 
que l’on a reconnu distinctement des traces d’aimantation. 

D’après cela, l’on a pu se demander si le magnétisme est un 
fluide particulier, qui n’existe que dans les corps susceptibles 
d aimantation, ou si ce n’est que le fluide électrique modifié 
par quelques propriétés spéciales de ces corps et distribué 
d’une manière particulière dans leur intérieur. Nous ne croyons 
pas qu on puisse décider cette question dans l’état actuel de 
la science; tout ce qu’on a prouvé jusqu’ici, cest qu’on parvient 
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à développer le magnétisme dans les corps par l'action de 
l'électricité : mais l’identité du fluide magnétique et du fluide 
électrique ne résulte pas nécessairement des faits importans 
qui ont été récemment découverts. Heureusement la solution 
de cette question n’importe nullement à l’objet de ce Mémoire; 
notre analyse est indépendante de la nature particulière des 
fluides boréal et austral : notre but est simplement de déter¬ 
miner les résultantes de leurs attractions et répulsions, et, 
s’il est possible, comment ils sont distribués dans les corps 
aimantés. 

Sur ce dernier point, l’opinion des physiciens n’a pas tou¬ 
jours été la même. Avant les travaux de Coulomb sur le ma¬ 
gnétisme , on supposait les deux fluides transportés dans l’acte 
de l’aimantation aux deux extrémités des aiguilles de bous¬ 
sole et accumulés à leurs pôles ; tandis que, suivant cet illustre 
physicien, les fluides boréal et austral n’éprouvent que des 
déplacemens infiniment petits, et ne sortent pas de la molé¬ 
cule du corps aimanté à laquelle ils appartenaient avant i’ai- 

mantation. Cette opinion, très-singulière au premier abord, 
est cependant celle qui a généralement prévalu ; mais la théorie 
dont elle est le principe ne pouvait être convenablement dé¬ 
veloppée que par l’analyse mathématique , ainsi qu’on le 
verra dans la suite de ce Mémoire. Voici le fait général sur 
lequel l’opinion de Coulomb est établie , et qui ne permet 
pas, selon nous, de douter de la nécessité de son hypothèse. 

Si l’on approche d’un aimant un morceau de fer doux, 
celui-ci s’aimantera par influence, et, dans le contact, ces deux 
corps adhéreront l’un à l’autre plus ou moins fortement. Il en 
sera de meme à 1 egard d un ou de plusieurs autres morceaux 
de fer qu’on approchera du premier : ces autres corps s’aiman¬ 
teront aussi par influence, et ils adhéreront au premier dans 
le contact. Cela étant, si l’on sépare ces différens morceaux 
de fer, et qu’on les soustraie ensuite à l’influence de l’aimant, 
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on trouve qu ils sont tous revenus à leur état naturel, et 
qu aucune portion de fluide magnétique n’a passé ni de lai- 
mant dans le fer, ni d’un morceau de fer dans un autre. Or 
c’est là une différence capitale entre le magnétisme et l’élec¬ 
tricité des corps conducteurs ; car l'électricité passe librement 
d un de ces corps dans un autre, lorsqu’ils sont en contact, 
ou seulement quand ils sont assez rapprochés pour que la 
pression de 1 air qui contient l’électricité à leurs surfaces, 
soit vaincue par les pressions électriques. Ce fait, relatif au 
fluide magnétique , est général ; il est indépendant de la 
forme et du volume des morceaux de fer doux qu’on met en 
contact, aussi-bien que de leur degré de magnétisme ou de 
la force de l’aimant qui agit sur eux : queiqu’intime que le 
contact ait été, et quelque temps qu’il ait duré, ce fluide 
ne passe jamais d’un morceau de fer dans l’autre; d’où il est 
naturel de conclure qu’aucune quantité appréciable de ma¬ 
gnétisme n’est transportée non plus d’une partie dans l’autre 
du même morceau de fer, et que les deux fluides boréal et 
austral que ce métal contient à l’état naturel, n’éprouvent 
dans son intérieur que des déplacemens insensibles , lorsqu’ils 
sont séparés 1 un de l’autre par une action extérieure. Cette 
conclusion s’étend également aux corps aimantés qui retiennent 
le magnétisme qu’on leur a fait prendre, soit par l’influence 
prolongée d’un fort aimant, soit par d’autres procédés d’ai¬ 
mantation ; la seule différence qu’il y ait à cet égard entre 
ces corps et le fer doux, c’est qu’il existe en eux, comme 
nous l’avons dit plus haut, une force particulière à chaque 
substance, que l’on connaît sous le nom de force coercitive , 
dont 1 effet est d arrêter les particules de l’un et de l’autre fluide 
dans la position qu’elles occupent, et de s’opposer ainsi à la 
séparation des deux fluides et ensuite à leur réunion. 

Non-seulement il n’existe qu’un très-petit nombre de subs¬ 
tances susceptibles d aimantation, mais dans des circonstances 
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exactement pareilles l'intensité de l’action magnétique n’est 
pas la même dans ces diverses substances. Ainsi deux masses 
de même forme et de même volume, l’une de fer et l’autre de 
nickel, dans lesquelles la force coercitive est insensible, et qui 
sont soumises à l’influence d’un même aimant, exercent au- 
dehors des forces différentes sur des points semblablement 
placés par rapport à chacune d’elles. Ce fait établit encore 
une différence essentielle entre le magnétisme et l’électricité; 
car les attractions ou répulsions exercées par des corps con¬ 
ducteurs , qui sont électrisés par la même influence extérieure, 
ne dépendent que de leurs formes et de leurs dimensions, et 
nullement de la matière dont ces corps sont formés. Il a été 
mis hors de doute, relativement aux actions comparées du 
fer et du nickel, par une expérience récente de M. Gai-Lussac, 
dont voici les détails et le résultat. 

On a fait osciller, de part et d’autre du méridien magné¬ 
tique, une aiguille horizontale, librement suspendue par son 
milieu; cette aiguille aimantée, longue de o m ,2. , faisait dix 
oscillations en 13 1 ", en vertu de l’action de la terre; on a 
posé au-dessous, dans le même méridien, sur un plan fixe 
horizontal, éloigné de l’aiguille de o m ,o5,un barreau prisma¬ 
tique de fer doux*, dont la longueur était de o m , 1 96 , la lar¬ 
geur de o m ,oi8, l’épaisseur verticale de o m ,ooi4> et dont 
le milieu se trouvait dans la même verticale que le point de 
suspension de l’aiguille : les oscillations de celle-ci se sont 
aussitôt accélérées , de manière qu’il y en a eu d’abord dix en 
6*)", et bientôt le même nombre en 60", terme auquel i’accé- 
lération s’est arrêtée. Cela fait, on a enlevé le barreau de fer 
doux, qu’on a remplacé par un barreau de nickel pur de 
même forme et de mêmes dimensions ; l’aiguille a fait alors 
dix oscillations en 78", et son mouvement s’est un peu accé¬ 
léré jusqu’à ce quelle ait fait le même nombre d’oscillations 
en 77". Le barreau de nickel ayant aussi été enlevé, l’aiguille 
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a repris à très-peu près son mouvement primitif : elle a fait 
dix oscillations en 130^, en vertu de la seule action de la 
terre. On n’a reconnu dans les barreaux de fer et de nickel 
aucune trace de magnétisme après cette opération ; ce qui 
montre que la force coercitive était du moins très-faible dans 
ces métaux. Cependant on pourrait croire qu’elle n’était pas 
tout-à-fait nulle, puisque les deux barreaux ne sont pas par¬ 
venus subitement à l’état où iis exerçaient leur plus grande 
influence sur le mouvement de l’aiguille; mais cette circons¬ 
tance peut aussi tenir à la réaction de leur fluide magnétique 
sur celui de l’aiguille, réaction dont l’effet n’a dû parvenir à 
son maximum qu’après un certain intervalle de temps, à cause 
de la force coercitive de l’acier trempé dont l’aiguille était 
formée. Quoi qu’il en soit, on doit conclure de cette expé¬ 
rience, dans laquelle tout a été semblable par rapport au fer 
et au nickel, que ces deux métaux, ayant été aimantés par 
1 influence d’un même aimant, qui était l’aiguille d’acier, ont 
réagi avec des forces inégales, l’action du fer surpassant nota¬ 
blement celle du nickek 

Peut-etre pensera-t-on que cette inégalité d’action magné¬ 
tique des corps aimantés de matières différentes tient à ce 
que chacune de ces substances renferme à l’état neutre une 
quantité limitée de fluide boréal et de fluide austral, laquelle 
quantité serait plus grande, par exemple, dans le fer que dans 
le nickel. Mais cette manière de voir serait contraire aux phé¬ 
nomènes : les quantités égales des deux fluides qui sont con¬ 
tenues dans chaque corps à l’état neutre, sont pour nous illi¬ 
mitées , c est-à-dire qu’avec les forces dont nous pouvons dis¬ 
poser, nous ne parvenons jamais à les séparer entièrement 
dans lacté de 1 aimantation ; car, lorsqu’un corps est aimanté 
par 1 influence dun aimant voisin, les physiciens admettent 
que 1 intensité de son action magnétique, manifestée par les 
effets produits au-dehors, s’accroît sans cesse à mesure que 
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Ton augmente ia force de l’aimant qui agit sur ce corps ; ce 
qui suppose évidemment que Ton n’a pas atteint ia iimite 
de décomposition du fluide neutre qu’il renferme, de même 
que i’on ne parvient pas non plus à séparer en totalité les 
deux fluides vitré et résineux dans l’intérieur d’un corps con¬ 
ducteur de l’électricité. 

D’un autre côté, si i’on ne trouvait pas dans la constitu¬ 
tion intime des corps de matières différentes qui recèlent le 
fluide magnétique, quelque différence à laquelle on pût at¬ 
tribuer l’inégalité de leur action magnétique, il faudrait en 
conclure que ce serait le fluide même qui agirait, en quantité 
et à distance égales, avec des intensités diverses, selon qu’il 
appartiendrait à un corps ou à un autre. Cette conclusion ne 
serait pas contraire à l’idée que nous nous formons du fluide 
magnétique ; car , cette substance impondérable ne devant 
jamais quitter les parties des corps où elle réside, il se pour¬ 
rait quelle fut un fluide particulier à chaque corps, qui ne 
posséderait pas le même pouvoir attractif ou répulsif dans 

des corps de naturè différente. Mais, après avoir beaucoup 
réfléchi à cette question, j’ai été conduit à penser que l’on 
pouvait attribuer l’inégalité d’action magnétique de ces corps 
à une circonstance que je vais expliquer. 

Dans l’acte de l’aimantation, les deux fluides boréal et austral 
qui étaient réunis à l’état neutre, sont, comme nous l’avons 
dit, très-peu écartés les uns des autres. Nous ne déciderons 
pas si les parties des corps aimantés dans lesquelles la décom¬ 
position du fluide neutre peut s’effectuer, sont les molécules 
mêmes de ces corps; nous supposerons seulement que leurs 
dimensions sont tou jours extrêmement petites; et, pour abréger 
le discours, nous appellerons élément magnétique chacune de 
ces petites parties dont la propriété caractéristique consiste 
en ce que les quantités des deux fluides y seront égales entre 
elles, dans l’état d’aimantation comme dans l’état neutre. Or 
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nous pouvons concevoir, pour envisager la question dans sa 
plus grande généralité, que les élémens magnétiques ne sont 
pas contigus dans l’intérieur des corps aimantés; quils y sont, 
au contraire, séparés les uns des autres par des espaces pleins 
ou vides, où les deux fluides ne peuvent pénétrer, et que les 
dimensions de ces intervalles isoians sont du même ordre de 
grandeur que celles des élémens magnétiques, sans que cepen¬ 
dant le rapport des unes aux autres soit le même dans les 
corps aimantés de nature différente. Cela étant } les attractions 
ou répulsions exercées par ces corps, dans les mêmes circons¬ 
tances , seront différentes, comme l’expérience l’a déjà fait con¬ 
naître à l’égard du nickel et du fer. Ainsi nous nous repré¬ 
senterons un corps aimanté comme un assemblage de par¬ 
celles magnétiques, séparées par des espaces inaccessibles au 
magnétisme ; le rapport de la somme de toutes ces parcelles 
au volume entier du corps, qu’on pourrait prendre pour sa 
densité sous le rapport du magnétisme, sera une fraction 
qui approchera plus ou moins de l’unité dans les corps de 
nature diverse, et qui devra être donnée pour chaque corps 
en particulier. Les actions extérieures augmenteront ou dimi¬ 
nueront d’intensité avec la grandeur de ce rapport. On verra, 
dans ce Mémoire, suivant quelle loi elles en dépendent; et, 
sur ce point, il sera possible de vérifier la théorie par l’ex¬ 
périence ; car on pourra toujours faire varier à volonté le 
rapport dont nous parlons, en mélangeant dans telle propor¬ 
tion qu’on voudra de la limaille de fer très-fine avec une 
autre matière non magnétique : on soumettra ces corps ainsi 
formés à l’influence d’un très-fort aimant, et l’on mesurera 
ensuite les attractions ou répulsions qu’ils seront capables 
d exercer. 

Quant au pouvoir attractif ou répulsif des deux fluides, 
.nous supposerons maintenant qu’il est le même dans tous les 
corps aimantes, à distance égale et pour des quantités égales 

fi 
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de fluide. C’est en effet ia supposition la plus simple quon 
puisse faire à priori; et, l’inégalité d’action du fer et du nickel 
pouvant s’expliquer par une autre considération , aucun fait 
observé jusqu’ici ne nous oblige à nous en écarter. Il serait 
bon, néanmoins, que ce point fût éclairci par 1 expérience. 
Voici celle que l’on pourrait faire pour le décider complète¬ 
ment. 

Supposons qu’une aiguille aimantée, librement suspendue 
à la manière de Coulomb, soit soumise aux actions simul¬ 
tanées de plusieurs aimans formés de toutes les matières 
susceptibles d’aimantation; supposons, de plus, que les dis¬ 
tances de ces aimans à cette aiguille soient assez grandes, 
par rapport à sa longueur, pour que la résultante des actions 
qu’ils exercent sur chaque particule du fluide appartenant à 
l’aiguille, soit constante et parallèle à elle-même dans toute 
cette longueur : il est évident quev la direction de cette force 
sera celle que l’aiguille prendra, quels que soient sa force 
coercitive , sa forme et soit degré d aimantation , si toutefois 
la force de torsion du fil auquel elle est suspendue, est très- 
faible et peut être négligée par rapport à faction des aimans. 
Si donc l’expérience est faite successivement sur des aiguilles 
de fer, d’acier, de nickel,-de cobalt, aimantées d’une manière 
quelconque , 'et prises, pour plus de généralité, à differens 
degrés de température, elles devront toutes prendre.la meme 
direction, à moins que faction du fluide appartenant à fun 
des aimans ou à plusieurs d’entre eux ne soit pas la même 
sur tous les fluides contenus dans les différentes matières de 
ces aiguilles : par conséquent, si elles ne prennent pas,toutes 
la même direction, sans qu’on ait rien changé à la disposi¬ 
tion des aimans, il faudra rigoureusement en conclure que 
le pouvoir attractif ou répulsif des fluides boréal et austral 
varie avec la nature des corps qui les contiennent; et, dans 
le cas contraire, qui est le plus présumable, il sera prouvé 
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que ce pouvoir est indépendant de la matière et de ia tem¬ 
pérature des corps-, ainsi que nous le supposerons dans ce 
Mémoire. 

La quantité que nous introduirons dans nos calculs , et qui 
exprimera le rapport de ia somme des voiumes des éiémens 
magnétiques au volume entier du corps dont ils font partie, 
pourra dépendre de ia température de ce corps. Ii est pos- 
sibie , effectivement, que la chaleur dilate les espaces qui 
séparent les éiémens les uns des autres, et comprime ces éié¬ 
mens , ou vice versa, sans changer dans ie même rapport ie 
volume total. Dans cette hypothèse, les attractions ou-répul¬ 
sions magnétiques exercées par un même corps varieront avec 
son degré de chaleur; ce qui paraît déjà indiqué par une an¬ 
cienne expérience du physicien Canton , dans laquelle il a vu 
la déviation d’une aiguille de boussole, produite par faction 
d’un barreau aimanté, diminuer à mesure que la température 
de ce barreau augmentait, et par d’autres observations plus 
étendues que Coulomb a laissées inédites, et qui ont été pu¬ 
bliées par M. Biot dans le tome ' 1 ,V de son Traité de physique. 
Mais, ces diverses expériences ayant été faites sur des bar¬ 
reaux aimantes ou ia force coercitive était foin d’être nulle, 
les effets observés étaient dus sans doute à-la-fois à la 
variation de cette force et au changement du rapport dont 
nous parlons. Pour constater la variation de ce rapport et en 
trouver les lois , ii serait donc nécessaire que les mêmes 
expériences fussent répétées sur le fer doux et sur le nickel 
pur à différentes températures; il serait même utile d’étendre 
ce genre d observations à d’autres métaux où le magnétisme 
ne s est pas encore manifesté, et de chercher s’ils ne devien¬ 
draient pas susceptibles d’aimantation à de très-basses tem¬ 
pératures. En effet, 1 analogie porte à croire qu’il existe des 
éiémens magnétiques dans tous ces corps qui jouissent déjà 
de tant de propriétés communes, mais que le rapport de la 
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somme de leurs volumes au volume entier de chaque corps, 
d’où dépend l’intensité de ses actions magnétiques, est une 
fraction très-petite dans la plupart des métaux connus : or, si 
ce rapport varie avec la température, et s il augmente, par 
exemple, quand la chaleur diminue, il se pourrait quen 
abaissant convenablement la température d’un métal, ce rap¬ 
port y devînt assez grand pour que ce corps fût alors sus¬ 
ceptible d’aimantation à un degré sensible. 

Lorsque la température d’un corps aimanté variera d un 
point à un autre, le rapport en question variera de meme, 
s’il dépend de la chaleur. Les lois des attractions ou répul¬ 
sions exercées au-dehors par un tel corps dépendront de 
cette variation. Elles changeront si le corps vient à se refroidir 
inégalement dans ses différentes parties ; il en résultera des 
effets dont nous pourrons nous occuper dans un autre Mé¬ 
moire, et auxquels on doit peut-être rapporter les anomalies 
singulières observées dans le fer incandescent (0* 

Le rapport entre ia somme des élémens magnétiques et le 

volume entier dans chaque corps aimante nest pas la seule 
donnée relative à ce corps , indépendamment de sa forme 
et de ses dimensions, d’où puisse dépendre l’intensité de ses 
actions magnétiques : la forme des élémens pourra aussi in¬ 
fluer sur cette intensité; et cette influence aura cela de par¬ 
ticulier , qu’elle ne sera pas la même en des sens differens. 
Supposons, par exemple, que les élémens magnétiques sont 
des ellipsoïdes dont les axes ont la même direction dans toute 
l’étendue d’un même corps, et que ce corps est une sphere 
aimantée par influence, dans laquelle la force coercitive est 
nulle; les attractions ou répulsions quelle exercera au-de- 
hors seront différentes dans le sens des axes de ses élémens 
et dans tout autre sens; en sorte que, si l’on fait tourner 


(i) Annales de physique et de chimie, tome XX, page 4 2 7* 
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cette sphère sur elle-même, son action sur un même point 
changera, en général, en grandeur et en direction : mais, si 
les élémens magnétiques sont des sphères de diamètres égaux 
ou inégaux, ou bien s’ils s’écartent de la forme sphérique, 
mais qu’ils soient disposés sans aucune régularité dans l’in¬ 
térieur d’un corps aimanté par influence, leurs formes n’in¬ 
flueront plus sur les résultats qui dépendront seulement de 
la somme de leurs volumes, comparée au volume entier de 
ce corps, et qui seront alors les mêmes en tout sens. Ce der¬ 
nier cas est celui du fer forgé, et sans doute aussi des autres 
corps non cristallisés dans lesquels on a observé le magné¬ 
tisme : mais il serait curieux de chercher si le premier cas 
n’aurait pas lieu lorsque ces substances sont cristallisées ; on 
pourrait s’en assurer par l’expérience, soit en approchant un 
cristal d’une aiguille aimantée librement suspendue, soit en 
faisant osciller de petites aiguilles taillées dans des cristaux 
en toute sorte de sens et soumises à l’action d’un très-fort 
aimant. 

Telles sont toutes les circonstances physiques ou les di¬ 
verses données de la question à iaqueiJe nous nous sommes 
proposé, dans ce Mémoire, d’appliquer l’analyse mathéma¬ 
tique , et que nous croyons avoir présentée sous le point de 
vue le plus général et le plus conforme à la nature. 

Le principal problème que nous avons eu à résoudre, a 
été de déterminer en grandeur et en direction la résultante 
des attractions ou répulsions exercées par tous les élémens 
magnétiques d’un corps aimanté, de forme quelconque, sur 
un point pris en dehors ou dans son intérieur. En ajoutant 
aux composantes de cette force relatives à un point inté¬ 
rieur celles des forces extérieures qui influent sur ce corps, 
on aura les forces totales qui tendent à séparer les deux fluicles 
jéunis en ce point. Or, si la matière du corps n’oppose aucune 
résistance sensible au déplacement de ces deux fluides dans 
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chaque élément magnétique, ou, autrement dit, si la force 
coercitive est nulle, il sera nécessaire, pour l’équilibre magné¬ 
tique , que ces forces totales soient égales à zéro, sans quoi 
elles produiraient une nouvelle décomposition du fluide neutre, 
qui n’est jamais épuisé, comme on l’a dit plus haut, et l’état 
magnétique du corps serait changé. Si, au contraire, la force 
coercitive n’était pas nulle dans le corps que l’on considère, 
il suffirait alors que la résultante de toutes les forces exté¬ 
rieures et intérieures qui agissent en un point quelconque de 
ce corps, ne surpassât nulle part la grandeur donnée de la 
force coercitive, dont l’effet serait analogue à celui du frotte¬ 
ment dans les machines. Il en résulte que, dans ce cas, l’équi¬ 
libre magnétique pourra subsister d’une infinité de manières 
différentes. Mais, parmi tous ces états d’équilibre possibles, il 
existe un état remarquable dans lequel les physiciens disent 
que les corps sont aimantés à saturation, et dont nous pourrons 
nous occuper dans un autre Mémoire : nous nous sommes 
bornés, dans celui-ci, à considérer l’état unique et détermine 
des corps aimantés par influence, pour lesquels la force coer¬ 
citive est supposée nulle. 

Les deux fluides boréal et austral que l’aimantation a sé¬ 
parés , n’étant retenus par aucune force dans l’intérieur des 
élémens magnétiques, se transporteront à leurs surfaces, où 
ils seront arrêtés par la cause quelconque qui les empêche 
de pénétrer dans les espaces compris entre ces élémens. Ils y 
formeront une couche très-mince par rapport même aux di¬ 
mensions de ces élémens : cela résulte, en effet, de ce que 
nous regardons le fluide neutre contenu dans chaque élément 
comme inépuisable; ce qui exige que la partie qui en est dé¬ 
composée soit toujours très-petite relativement à la totalité 
dë ce fluide. Toutefois, cette concentration à la surface des 
élémens, de la petite portion de fluide décomposée dans leur 
intérieur, n’aurait pas lieu si le fluide magnétique était de la 


SUR LA THÉORIE DU MAGNÉTISME. 15 

nature des fluides élastiques, c’est-à-dire, si les particules, 
outre leurs attractions ou répulsions mutuelles en raison in¬ 
verse du carré des distances, étaient encore soumises à ce 
genre de forces, provenant de la chaleur ou de toute autre 
cause, qui ne sont sensibles qu’à des distances insensibles 
et qui produisent 1 élasticité; mais nous supposerons que ces 
dernières forces n’existent pas, ou quelles sont insensibles 
par rapport aux premières. Cette remarque s’applique égale¬ 
ment au fluide électrique : si ce fluide impondérable était élas¬ 
tique , il se dilaterait dans l’intérieur des corps conducteurs 
de 1 électricité, au lieu de former une couche très-mince à 
leurs surfaces; et, dans cette hypothèse, les phénomènes que 
ces corps devraient présenter cesseraient de s’accorder avec 
ceux qu’on observe. 

Ce Mémoire est divisé en trois paragraphes. Le premier 
contient les expressions générales des attractions ou répulsions 
exercées par un corps de forme quelconque, aimanté par in- 
fluence, sur un point donné de position. Ces forces sont ex¬ 
primées par des intégrales triples; mais, après .différentes traits- 
formations, on parvient, dans le second paragraphe, à les 
réduire à des intégrales doubles, dans le cas où le corps est 
homogène et a par-tout la même température. Il résulte de 
ces formules ainsi réduites, que les actions magnétiques d’un 
corps de forme quelconque sont équivalentes à celles d’une 
couche de fluide d’une très-petite épaisseur qui recouvrirait 
la surface entière, quoique cependant les deux fluides agis¬ 
sons soient répandus dans toute la masse de ce corps. Le troi¬ 
sième paragraphe contient l’application des formules générales 
au cas des corps sphériques. Dans ce cas, les équations de 
léquilibie magnétique peuvent être résolues complètement, 
et les formules qui expriment les actions magnétiques de ces 
corps, sont immédiatement comparables aux résultats des 
observations. C’est pourquoi j’ai développé ces formules avec 
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beaucoup de détails, afin de faciliter la vérification de la 
théorie par l’expérience. On trouvera à la fin du Mémoire 
un essai de cette vérification, qui montre déjà la vérité de la 
théorie en général, mais qui laisse encore quelque c i°se a 
desirer sous le rapport de l’accord plus ou moins parfait des 
nombres donnés par le calcul ou par l’observation, bi Ion 
avait un amas de parcelles métalliques ou de toute autre 
matière, conductrices de l’électricité, mêlées en proportion 
donnée à des matières non conductrices , et qu’on soumit 
cet assemblage à l’influence d’un ou de plusieurs corps élec¬ 
trisés , les formules de mon Mémoire s’appliqueraient égalé 
ment à ce cas, qui n’avait pas encore été considéré, et elles 
feraient connaître en grandeur et en direction les actions 
électriques exercées par ce mélange; ce qui pourra encore e re 
vérifié par des observations directes. 

Dans un second Mémoire, nous essaierons de déterminer, 
d’après les principes et les formules contenues dans celui- 
ci , la distribution du magnétisme dans les aigui es a 

aimantées à saturation et dans les aiguilles de ter doux ai- 
mantées par influence, d’où nous déduirons ensuite les lois 
de leurs attractions ou répulsions mutuelles. 


§. I er 

Expressions générales des Attractions ou Répulsions exercées 
par un Corps aimanté par influence. 

(i) Considérons un corps aimanté par influence, de forme 
et de dimensions quelconques, dans lequel la force coercitive 
soit nulle, et que nous appellerons^, pour abréger. 

D’après ce qui précède, nous regarderons ce corps comme 
un assemblage d'élémens magnétiques, séparés les uns des autres 
par des intervalles inaccessibles au magnétisme; et voici, par 
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rapport à ces élémens, les diverses suppositions résultant de 
ia discussion dans laquelle nous venons d’entrer, qui serviront 
de base à nos calculs. 

i.° Les dimensions des élémens magnétiques, et celles 
des espaces qui les isolent, sont insensibles, et pourront 
être traitées comme des infiniment petits, relativement aux 
dimensions du corps A. 

2. 0 La matière de ce corps n’oppose aucun obstacle à la 
séparation des deux fluides boréal et austral , dans l’intérieur 
des élémens magnétiques. 

3. 0 Les portions des deux fluides que l’aimantation sépare 
dans un élément quelconque, sont toujours très-petites, eu 
égard à la totalité du fluide neutre que cet élément renferme, 
et ce fluide neutre n’est jamais épuisé. 

4. 0 Ces portions de fluide, ainsi séparées, se transportent 
à 1a surface de l’élément magnétique, où elles forment une 
couche dont l’épaisseur, variable d’un point à un autre, est 
par-tout très-petite, et pourra aussi être considérée comme 
infiniment petite, même en la comparant aux dimensions de 
cet élément. 

Ces principes étant posés, nous allons d’abord déterminer 
faction d’un élément quelconque sur un point donné de 
position, en dehors ou en dedans du corps A. 

(2) Appelons M ce point ; soient x,y, z> ses trois coor¬ 
données rectangulaires; prenons dans l’intérieur de l’élément 
magnétique que nous voulons considérer, un point fixe C 
auquel nous rapporterons, comme origine, les coordonnées 
des points de la surface ; désignons par x , y , z> i es coordon¬ 
nées du point C, rapportées aux mêmes axes que celles du 
point M, et par / ia distance mutuelle de ces deux points, 
en sorte qu’on ait 

/* = (* — *')* ■+- (y— YY**- (z-z'V- 

C 
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Désignons aussi par h le côté d’un cube équivalent en volume 
à 1 ’éiément magnétique. Soit M' un point quelconque de sa 
surface : représentons par h y, h%, ht^, ses trois coordonnées 
apportées à des axes menés par le point C, et parallèles à 
ceux des x,y, et par f t sa distance au point M , dont la 
valeur se déduira de celle de y , en y augmentant x', y, de 
^ J 1 Ç,’ Soit e 1 épaisseur de la couche magnétique au 

point M .^évaluée dans le sens de la normale à la surface; 
appelons h* d s l’élément différentiel de cette surface au même 
point : le produit h * eds sera l’élément de volume de la 
couche magnétique en ce point M'. 

Nous appellerons fluide libre en un point quelconque. 
l’excès du fluide boréal sur le fluide austral qui s’y trouve : ce 
k ^mde sera nul dans l’intérieur de l’élément magnétique, posi¬ 
tif en différentes parties de sa surface, et négatif dans les autres 
parties. Représentons par p h* eds la quantité de ce fluide 
contenue dans l’élément h 1 eds, de sorte que le coefficient fx 
soit une quantité positive ou négative, qui exprime le fluide 

libre que renfermerait l’unité de volume, dont tous fesélémens 
seraient dans le même état que h> eds, Puisque les deux 
fluides boréal et austral sont en quantités égales dans fa 
totalité de la couche mince qui termine chaque élément ma¬ 
gnétique, il s’ensuit que l’intégrale de /a /;* g ds, étendue à 
la surface entière d un élément, devra être égale à zéro. Ainsi, 
en supprimant le facteur constant h *, nous aurons l’équation 

//a eds — o. (i) 

A cause de la petitesse supposée de g par rapport à h, on 
pourra, dans le calcul de l’action exercée sur le point M par 
l’élément magnétique que nous considérons, traiter s comme 
un infiniment petit, lors même que l’on aura égard aux di¬ 
mensions de cet élément. D’après cela, l’action de ^h 1 e ds 
sur une particule magnétique située en M sera exprimée 
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/U h 2 i ds 

en prenant pour unité de force fintensité du -pouvoir ma¬ 
gnétique, agissant sous l’unité de volume et à l’unité de dis¬ 
tance. Pour fixer les idées, nous supposerons que cette par¬ 
ticule soit australe, et alors la force dirigée suivant MM' 
sera attractive ou répulsive , selon que son expression sera 
positive ou négative. Ses trois composantes parallèles aux 
axes des a*, y, £, pourront, comme on sait, s’exprimer par 



fxh x ids, jJ— fA,h % eds, — f^h x ^ds. 

Elles tendront à augmenter ou à diminuer les coordonnées 
du point M, selon quelles seront positives ou négatives; 
l’inverse aurait lieu si la particule située en ce point était 
boréale. 

Il ne s’agira que d’intégrer ces trois expressions, et de- 
tendre les intégrales à la surface entière de l’élément magné¬ 
tique , pour connaître, en grandeur et en direction, son 
action totale sur le point M. 

( 3 ) Pour cela, développons la quantité suivant les 

puissances de h. Cette série sera, en général, très-conver¬ 
gente ; il n’y aura d’exception que dans le cas particulier dont 
il sera question plus bas, où la distance du point M à l’élé¬ 
ment magnétique sera du même ordre de petitesse que les 
dimensions de cet élément. Mais, dès que cette distance aura 
une grandeur sensible, nous pourrons négliger, dans le déve¬ 
loppement de —, tous les termes qui contiennent des puis¬ 
sances de h supérieures à la première, d’où il résultera sim- 
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pfement 



d — 
_ f 


dx' 


h X■ 


d / 


n 



Si ion substitue cette valeur dans les formules précédentes, 
le premier terme disparaîtra dans leurs intégrales , en vertu de 
l'équation (i); faisant ensuite 

f % e d s = cl', f £ /a e d s =/ 3 ',f£ ) fAeds=z r y', 
et pour abréger. 





désignant enfin par A, AÏ, A 11 , les trois composantes de ia 
force cherchée, respectivement parallèles aux axes des x,y, i> 
on aura 

On voit par-là que ces trois composantes ne dépendent 
point de la forme de l’élément magnétique, ni de la distri¬ 
bution du fluide libre à sa surface ; elles dépendent des trois 
quantités a,', fi', y', qui varient avec la position de l’élément 
dans l’intérieur de Al, et dont nous aurons à déterminer les 
valeurs en fonctions des coordonnées x', y', i , d’après la 
forme de ce corps, et les forces extérieures qui agissent sur 
ses deux fluides. Jl n’en serait pas de même si Je, point Al 
était très rapproché de l’élément magnétique ; l’action de cet 
élément dépendrait alors de sa forme et de la distribution du 
fluide libre à sa surfacce, de telle sorte qu’on ne pourrait la 
connaître qu’en faisant une hypothèse sur cette forme, et 
après avoir déterminé, en conséquence, la loi des épaisseurs 
du fluide libre à la surface. Mais heureusement nous n’aurons 
pas besoin de considérer l’action des élémens magnétiques 
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sur les points circonvoisins qui en sont à une distance compa¬ 
rable à leurs dimensions. 

(4 ) Les intégrales que et ,fi y', représentent, ne varient 
pas quand la position du point C change dans l’intérieur de 
i’élément magnétique ; car alors chacune des trois coordonnées 
Z, augmente ou diminue d’une quantité constante, et 
la variation correspondante de chacune des quantités et', fi', y , 
est nulle en vertu de l’équation (i). Ces intégrales changent 
de valeurs quand on change la direction des axes des coor¬ 
données; et si l’on appelle <l" , fi ", y", leurs valeurs relatives 
à trois nouveaux axes rectangulaires, on aura, d’après les for¬ 
mules de la transformation des coordonnées, 

au' = et," cos a H- fi" cos a ' -t- y" cos a", 

fi 1 zzz au " cos b —H fi " cos b ' y cos b ", 

y' = et" cos c -t- fi" cos c H- y" cos c"; 

a, b, & c., étant les angles que les nouveaux axes font avec 

les anciens. Par suite des relations connues qui existent entre 
les cosinus de ces angles, on aura 

cl' z -h fi ' 2 -h y ' 1 = cl " 1 -t- fi " 1 -H y"". 

De plus, il sera facile de déterminer les directions des nou¬ 
veaux axes, de manière que deux des trois quantités cl ", fi ", y", 
les deux dernières , par exemple , soient égales à zéro; posant 
en outre, 

J\\ ( 3 ) 

on aura cl" = f et 

cl' = «L cos a, fi ' = «b cos b, y ' = cos c. (4) 
Les angles a,b,c, seront ceux que fait l’axe particulier 
qui répond à cette quantité , avec les axes menés par le 
point C , suivant les directions des x‘, y', positives. Appe¬ 

lons/ l’angle compris entre la droite C M, et cet axe ; I, t, 1 1 
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les angles que fait cette même droite avec les directions des 
* //> Z< angles qui pourront s’étendre ainsi que a, b, c, depuis 
zéro jusqu à îa demi-circonférence: on aura, d’après une for- 
mule connue, 

cos i zzz cos a cos l H— cos b cos V -4- cos c cos l". 

On aura aussi 

*7* = cos — cos ï, ~~ z ' — cos 

* J> s 

et, au moyen de ces diverses valeurs» celles de A, à', à", 
deviendront 

* _ , . 

A —-p— ( 3 COS / cos / — cos a), 

/ h* 

A =-p—( 3 cos / cos/'—cosÆ), r 

N»,_ h* . . /; 

A —-( 3 cos ; cos’ — cos c ) ; 

d ou 1 on conclut pour la résultante de ces trois forces : 



abstraction faite du signe. Elle atteindra son maximum et sera 
, , , 2 h ? <T 

égalé a -p , quand le point AI sera situé sur l’axe qui 

répond aux angles a, b, c, Sa direction coïncidera alors avec 
cet axe, et, dans tous les cas, elle sera comprise dans le plan 
de ce même axe et de la droite C M. 

Cette action d’un élément magnétique sur un point AI 
qui en est à une distance sensible, est équivalente à celle d’une 
petite aiguille aimantée dont la direction serait déterminée 
par les angles a,b,c, et qui contiendrait, à chacun de ses 
pôles, une quantité convenable de fluide libre : 2 h étant sa 
longueur, et son milieu répondant au point C, cette quantité 
de fluide devra être égaie à h 2 La direction de cette 
petite aiguille indiquera le sens de l’aimantation du corps A, 
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au point M; et si Ton concevait dans son intérieur une suite 
de lignes tangentes en chaque point à la petite aiguille corres¬ 
pondante, chacune de ces courbes pourrait s’appeler une ligne 
d'aimantation. Les deux équations différentielles du premier 
ordre, de ce système de lignes à double courbure, se forme¬ 
ront immédiatement, quand on connaîtra les valeurs de 
fi', y', en fonctions de x', y', 

L équation (3) donnera pour «b deux valeurs égales et de 
signes contraires ; la valeur positive répondra au pôle boréal 
de la petite aiguille, et la valeur négative, à son pôle austral; 
pour chacune de ses deux valeurs, les équations (4) détermi¬ 
neront sans ambiguité la direction de la droite menée du 
point C au pôle* correspondant. 

( 5 ) Concevons autour de ce point C un volume v dont les 
dimensions soient très-grandes, et comme infinies par rapport 
à celles des élémens magnétiques, et qu’on puisse cependant 
regarder comme très-petites relativement aux dimensions du 
corps A. Désignons par k r la somrrte des volumes des élé¬ 
mens magnétiques contenus dans v, divisée parce volume. Ce 
rapport k ne pourra jamais surpasser l’unité. Si A est ho¬ 
mogène, et si sa température est par-tout la même , la fraction 
k' sera aussi la même dans toute l’étendue de A; mais elle 
devra être donnée en particulier pour chaque substance sus¬ 
ceptible d’aimantation, et pour chaque température. Pour 
plus de généralité, nous considérerons k ' comme une fonc¬ 
tion donnée des coordonnées x',y', %, du point C; ce qui 
comprendra le cas où la température de A variera d’un 
point à un autre. 

Il est important d observer que, quoique le volume v soit 
suppose tres-petit, les quantités ol', fi', y', n’auront pas les 
mêmes valeurs dans toute son étendue, si les élémens ma¬ 
gnétiques qu’il renferme n’ont pas tous la même forme, ou 
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s’ils ne sont pas régulièrement disposés; mais, dans tous les 
cas, les composantes de l’action exercée par cette petite por¬ 
tion de A sur un point M qui en est très-éloigné, seront 
exprimées par les valeurs de A, à', à”, en y remplaçant le 
volume h 3 d’un élément magnétique par la somme v k' de 
tous les élémens contenus dans v, et prenant pour cl , fi , y', 
les moyennes de leurs valeurs relatives à tous ces élémens. 
On devra supposer que ces moyennes sont soumises à la lo’ 
de continuité, et quelles peuvent s’exprimer par des fonc¬ 
tions des coordonnées x', y', £', du point C, sans quoi l’ana¬ 
lyse mathématique ne saurait s’appliquer à la question qui 
nous occupe. 

La résultante de ces forces À, A , A , à l’unité de dis¬ 
tance , et dans le sens de son maximum, sera égale à 
2 v k' «h; le coefficient i k' «h, par lequel le volume v est 
multiplié dans cette expression, pourra servir de mesure 
à l’intensité du magnétisme de A au point C : cette in¬ 
tensité et le sens de l’aimantation dans les différens points 
de ce corps, sont tout ce qu’on peut connaître de la distri¬ 
bution du magnétisme dans son intérieur; mais ce qu’il im¬ 
porte bien plutôt de déterminer, ce sont les attractions ou 
répulsions que le corps A exerce sur un point M donné de 
position. 

(6) Supposons d’abord que ce point, dont les coordonnées 
seront toujours x,y, £, soit situé en dehors de A ; partageons 
le volume de ce corps en un grand nombre de petits volumes, 
tels que v, égaux ou inégaux : l’action de chacun de ces vo¬ 
lumes sur le point Æf étant connue en grandeur et en direction, 
d’après le numéro précédent, il suffira de prendre la somme des 
actions de tous les volumes, décomposées suivant un même 
axe, pour «avoir l’action totale de A suivant cet axe ; or cette 
sommation de quantités finies pourra être remplacée par une 
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intégrale définie. En effet, si vf(x, y, %) représente le terme 
générai des quantités que l’on veut sommer, x', y, étant 
les coordonnées de l’un des points du volume v, et si cette 
somme doit être étendue à toutes les parties dans lesquelles 
on a divisé un volume déterminé V, on sait, par les principes 
du calcul intégral, que cette somme sera à très-peu près égale 
à l’intégrale triple///(*',/, z ' ) d x' dy d Z ', étendue au 
volume entier V. La différence entre la somme et l’intégrale 
est d autant moindre que les volumes partiels sont plus petits 
par rapport au volume entier; et, dans le cas actuel, on peut la 
négliger sans craindre qu’il en résulte une erreur appréciable. 

D’après cela, si nous appelons X,Y, Z, les trois compo¬ 
santes suivant les axes des x,y, z, de l’action du corps A sur 
le point A4, nous aurons leurs valeurs, en substituant d’abord 
K d x' d y' dz à h 3 dans les seconds membres des équa¬ 
tions (2), et les intégrant ensuite dans toute l’étendue de A; 
ce qui donnera 

x k' dx‘ dy di , ) 

r —Jff J dï k ' dx ' d y' d ï- | (5 ) 

Z **'*>*£ ) 

On se souviendra que , la particule magnétique située au 
point M étant supposée australe, ces forces tendront à aug¬ 
menter ou diminuer ses coordonnées x, y, ç, selon que les 
valeurs de X, Y, Z, seront positives ou négatives. 

(7) Lorsque le point A4, sur lequel agit le corps A, sera 
situé dans son intérieur, il faudra déterminer d’une manière 
particulière 1 action de l’élément magnétique dont A 4 fait 
partie, et celle des autres élémens qui en sont très-voisins; 
car les formules précédentes ne conviennent pas au cas dont 
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nous parlons, puisqu’elles supposent les distances des ëlémens 
au point M très-grandes par rapport à ieurs dimensions. Nous 
rangerons donc les élémens magnétiques en deux classes : 
ceux qui sont à une distance sensible du point M , et ceux, 
au contraire, qui en sont très-rapprochés. Relativement aux 
premiers, les valeurs de X, Y, Z, données par les équa¬ 
tions ( 5 ), exprimeront toujours les composantes totales de 
leur action sur le point M, en ne comprenant pas dans les 
intégrales triples les points de A contenus dans une très-petite 
étendue autour de M , c’est-à-dire, dans une étendue dont les 
dimensions , quoique très-grandes par rapport à celles des élé¬ 
mens magnétiques, seront néanmoins insensibles par rapport 
aux dimensions de A . Quant aux autres élémens magnétiques , 
ils seront circonscrits dans une semblable étendue autour 
de M , et nous déterminerons l’action de cette portion de A 
sur ce point intérieur, en nous fondant sur la proposition sui¬ 
vante. 

Menons par le point A4 une droite C A4 C', dont les deux 
parties A4 C et A4 C ' soient égales entre elles , et d’une gran¬ 
deur telle, qu’on puisse les considérer à-la-fois comme infini¬ 
ment petites en les comparant aux dimensions de A, et comme 
infinies relativement aux dimensions des élémens magnétiques 
et des espaces qui les séparent les uns des 1 autres. La propo¬ 
sition dont nous avons besoin consiste en ce que si les deux 
extrémités Cet C' de cette droite tombent l’une et l’autre hors 
d’un élément magnétique, la somme des particules de fluide 
libre devra être considérée comme égale sur ses deux parties 
MC et M C', en n’y comprenant pas le fluide libre appar¬ 
tenant à l’élément magnétique dont le point M fait partie. 

En effet, tous les élémens traversés par la droite C M C’ 
seront sensiblement dans le même état magnétique, puisque 
la longueur de cette droite est insensible, eu égard aux di¬ 
mensions de A ; de plus , abstraction faite de l’élément dont 
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le point A4 fait partie, la droite CM t en allant de Cvers A4, 
et la droite A4 C', en allant de Ai vers C', rencontreront, 
en general, un même nombre de fois les surfaces des élémens 
magnétiques, en pénétrant dans leur intérieur; elles rencon¬ 
treront aussi ces surfaces le même nombre de fois, en sortant 
des élémens. A la vérité, ces points de rencontre ne seront 
pas semblablement situés sur toutes les surfaces; mais, leur 
nombre étant très-grand et comme infini, les mêmes circons¬ 
tances devront toutes se présenter des deux côtés du point A4, 
et alors il n’y aura pas de raison de supposer la quantité de 
fluide libre plus grande d’un côté que de l’autre. 

(8) Cela posé, appelons, pour abréger, B la petite portion 
de A dont nous voulons déterminer faction sur le point M, 
et, pour cette détermination, décomposons B en une infinité 
de cônes infiniment aigus, dont les sommets soient en ce 
point A4 . Comme l’autre partie de A , dont l’action sur A4 a 
pour composantes les forces X, Y, Z, se compose d elémens 
magnétiques qui sont tous complets, il sera nécessaire que B 
se compose de même d’élémens entiers; d'où il résulte que 
l’axe de chacun de ces cônes devra se terminer hors d’un 
élément magnétique. 

Soit « faire infiniment petite de la section faite dans l’un 
de ces cônes, perpendiculairement à son axe et à l’unité de 
distance du sommet A4; désignons par r la distance d’un point 
quelconque de cet axe au point M; l’élément de volume du 
cône, à cette distance r, sera r x a dr; et, si fon appellent 
la quantité de fluide libre qui répond au même point, fac¬ 
tion de cet élément sur le sommet, dirigée suivant faxe du 
cône, sera exprimée par a> d r. L’action du cône entier 
aura la meme direction , et pour valeur a f fid r; l’intégrale 
étant prise dans toute la longueur de son axe, et exprimant 
évidemment la quantité de fluide libre qui se trouve sur cette 

D* 
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droite. L’action du cône dont Taxe est le prolongement de 
celui-ci, sera dirigée en sens contraire; ces deux forces oppo¬ 
sées se détruiront en partie; et si l’on suppose, ce qui est per¬ 
mis, les deux cônes d’égale longueur, et de même ouverture 
ces deux forces se réduiront, en vertu de la proposition 
précédente, à la seule action du fluide libre, appartenant à- 
la-fois à 1 un des cônes et à l’élément magnétique dont le 
point Ai fait partie. Il en sera de même à l’égard de tous les 
cônes considérés deux à deux, en sorte que l’action totale de 
B sur le point Ai sera réduite à celle de la couche magnétique 
qui occupe la surface de ce même élément. On voit aussi 
par ce raisonnement que si le point Ai était situé hors d’un 
élément magnétique, l’action de B sur ce point se détruirait 
complètement, c’est-à-dire qu’une particule de fluide boréal 
ou austral quon y placerait, y demeurerait en équilibre, si 
elle n’était soumise qu’à cette seule action. 

Ces conclusions sont indépendantes de la forme de B : elles 
exigent seulement que cette portion de A ne contienne que 
des élémens magnétiqües complets, et que les rayons menés 
du point Ai à sa. surface soient tous très-grands par rapport 
aux dimensions des élémens, et néanmoins insensibles rela¬ 
tivement aux dimensions de A ; et en effet, pourvu que ces 
conditions soient toujours remplies, on pourra augmenter ou 
diminuer B sans altérer sensiblement son action sur le point 
Ai: 1 action des élémens entiers que l’on ajoutera ou que l’on 
retranchera de cette manière, se calculera par la méthode du 
n.° 6 ; mais, vu la petite étendue dans laquelle ces élémens 
seront circonscrits, les intégrales triples qui s y rapporteront, 
pourront être négligées par rapport aux forces X, Y, Z, aux¬ 
quelles doivent être ajoutées les composantes de l’action B . 
Mais la condition relative à la distance de Ai aux points 
extrêmes de B ne sera pas remplie tout autour du point Ai, 
quand il sera situé à la surface de A, ou extrêmement près de 
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cette surface. L’action totale de ce corps sur les points très- 
voisins de sa superficie dépendrait, en chaque point , de la 
disposition paticulière des élémens magnétiques autour de 
ce point : c'est pourquoi nous ne chercherons pas à la déter¬ 
miner ; et il nous suffira de prévenir que tout ce qui va suivre 
n’est applicable qu'aux points de A, dont la distance à sa 
surface est très-grande par rapport aux dimensions des élémens; 
ce qui aura lieu, au reste, dès que ces points seront situés à 
une profondeur appréciable. 

(p) L’action d’un élément magnétique sur un point A 4 de 
son intérieur, à laquelle se réduit l’action de B, est facile à 
déterminer. En effet, menons par le point M trois axes rec¬ 
tangulaires que nous supposerons, par exemple, parallèles 
aux axes des x, y, £, et dirigés dans le sens des coordonnées 
positives ; soit 0 l’angle compris entre l’axe des x et un rayon 
quelconque mené du point A 4 k la surface de l’élément : dési¬ 
gnons par l’angle compris entre le plan de ces deux droites 
et le plan des x, £,* pare, l’épaisseur de la couche magnétique 
à l’extrémité de ce rayon r, évalué suivant sa direction ; par 
//,, la mesure du fluide libre au même point : l’action exercée 
sur le point M dans cette direction sera exprimée par 
fx e sin 0 d ô d ce qui n’est autre chose que la valeur de la 
quantité « /x, d r du numéro précédent , en prenant l’inté¬ 
grale depuis l’entrée du rayon r dans la couche de fluide libre 
jusqu’à sa sortie, et mettant pour « l’élément sin ô d 0 de 
la surface sphérique qui a l’unité pour rayon. Les composantes 
de cette force, suivant les axes des x, y, £, s’en déduirbnt en 
multipliant son expression par cos ô, sin ô sin 4» sin 6 cos •s)/, 
qui sont les cosinus des angles que sa direction fait avec ces 
trois axes. En intégrant ensuite ces produits par rapport à 0 
et à on en conclura les composantes de l’action exercée sur 
le point M par l’élément magnétique auquel il appartient. Si 



30 MÉMOIRE 

donc on appelle et ,, fi t , y # , ces composantes suivant les x,y, z* 
on aura 

ct / zzi f f fi e cos 0 sin 0 d 0 
P>' f f fi e sin* 0 sin-sj /d ü d\ t 

y t = ff fi e sin a 0 cos*^ 0 d 

les intégrales étant étendues à la surface entière de l’élément, 
ce qui exigera qu’on les prenne depuis 0 zz= o et ^ zz: o, 
jusqu’à 0 = 7r et 4'=2 vr, et ne pourra s’effectuer que quand 
le produit fi e sera donné en fonction de 0 et ^ : la quan¬ 
tité vr représente ici, et dans tout ce Mémoire, le rapport de 
la circonférence au diamètre. 

Selon que ces forces seront positives ou négatives, elles 
tendront à augmenter ou à diminuer les coordonnées d’une 
particule australe située au point A 4 ; elles agiront en ce 

point dans le même sens que les autres forces X, Y, Z; par 

conséquent, les composantes de l’action totale de A sur un 
point déterminé A4 seront exprimées par 

X H-ce Y h- /3 Z + y^, 

Ces valeurs subsisteront encore lorsque le point M sera 
situé à la surface intérieure de la couche de fluide libre qui 
termine l’élément auquel il appartient; leur expression chan¬ 
gerait s’il faisait partie de cette couche : mais les forces qui 
agissent sur le fluide libre dont elle est composée, sont dé¬ 
truites par l’obstacle quelconque qui s’oppose à sa sortie de 
l’élément magnétique; ce qui rend leurs composantes inutiles 
à connaître. Nous observerons seulement que, l’action de B 
sur les points placés en dehors des élémens magnétiques 
étant nulle d’après le numéro précédent , les composantes 
de l’action totale de A sur les particules situées à leurs sur¬ 
faces extérieures se réduiront aux seules forces X, Y, Z. 

( i o) Nous pouvons maintenant former les équations d’équi- 
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libre des deux fluides magnétiques contenus dans le corps A, 
que nous venons de considérer. Pour cela, supposons que 
d’autres corps aimantés, en nombre et de forme quelconques, 
agissent sur ces deux fluides. Soit V la somme des particules 
de fluide libre qu’ils renferment, divisées respectivement par 
leurs distances au point M du premier corps, dont les coor¬ 
données sont x, y, £, lequel point est situé dans l’intérieur 
d’un élément magnétique et 11e fait pas partie de la couche 
de fluide libre qui termine cet élément. Les composantes de 
l’action de toutes ces particules sur le point M, parallèles 
aux axes des x, y, £, et dirigées dans le même sens que les 
forces précédentes, seront exprimées, comme on sait, par les 
trois différences partielles : 

d V d V d V 
dx * dy ’ dz 

En les ajoutant aux forces du numéro précédent, on aura les 
composantes rectangulaires de toutes les forces appliquées au 
point M , et qui proviennent soit du corps A dont il fait 
partie, soit des autres corps aimantés. Or, la matière de A 
n’apportant aucune résistance au déplacement des deux fluides 
dans l’intérieur de chaque élément, il sera nécessaire, comme 
nous l’avons dit dans le préambule de ce Mémoire, que ces 
composantes totales soient nulles, sans quoi elles produiraient 
une nouvelle décomposition du fluide neutre qui se trouve en 
AI et qui n’est jamais épuisé; décomposition qui troublerait 
l’équilibre des deux fluides et changerait l’état magnétique 
de A. Lors donc que ce corps sera parvenu à un état per¬ 
manent , nous aurons ces trois équations : 

d V \ 

~JT X -f- ct / zz: o, ) 

4r-+- y -+-æ, = o, > ( 7 ) 

d V \ 

~d~T Z + V, = o. j 
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Elles contiennent six inconnues, savoir : cl , /3 , y , et les 
quantités et', (Z\ y', qui entrent dans les expressions de X, 
Y, Z; elles ne suffiraient donc pas pour les déterminer : mais 
ces six inconnues se réduisent à trois , d’après les relations 
qui existent entre elles et qui dépendent de la forme des éié- 
mens, sur laquelle nous n’avons fait jusqu’ici aucune hypo¬ 
thèse. En vertu de ces relations, la forme des éiémens et leurs 
positions par rapport aux plans fixes des coordonnées x, y, £, 
peuvent influer sur l’état magnétique de A et sur les attrac¬ 
tions ou répulsions qu’il exerce au-dehors. Il pourrait même 
arriver que cette influence ne fût pas la même en tout sens, 
en sorte que, si A était une sphère homogène, et qu’on fît 
tourner ce corps sans déplacer son centre et sans rien changer 
aux forces extérieures ou à la fonction V, les actions magné¬ 
tiques de A changeraient néanmoins en grandeur et en direc¬ 
tion. Ce cas singulier, que nous avons déjà indiqué dans le 
préambule de ce Mémoire, ne s’étant pas encore présenté à 
1 observation, nous l’exclurons de nos recherches , quant à 
présent, et nous allons, en conséquence, déterminer les re¬ 
lations qui doivent exister entre <t', /3', y', et les quantités 
<*v Æ,» Y ,» pour flu’il n’ait pas lieu. 

(il) Supposons que ces six quantités appartiennent à un 
même élément magnétique, et désignons par et, /3, y, ce que 
deviennent les trois premières, quand les coordonnées d’un 
point quelconque pris dans cet élément sont x, y, z> au lieu 
d etre x’, y , ^, comme dans le n.° x. II est aisé de Voir que 
les relations qui lieront entre elles ces six quantités , seront 
exprimées par des équations linéaires de la forme : 

et zz: P et -h Q fi, -f- p y f j 

/3 = P' d,,-h Q /3 -p- R'y / , ( ( 8 ) 

y +/?''y,, ) 
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dans lesquelles les neuf coefficiens P f Q , &c., dépendront, 
en général, de la forme de 1 élément magnétique et de sa 
position par rapport aux plans fixes des x, y, ç. 

Si l’on divise le corps A en un très-grand nombre de petites 
parties, et s’il arrive que les élémens appartenant à l’une de 
ces parties n’aient pas tous la même forme et des positions sem¬ 
blables, les quantités P, Q, &c., auront des valeurs différentes 
pour ces différens élémens. Au contraire, les quantités ct /t /3 , y 
seront à très-peu près constantes dans toute l’étendue de 
chaque partie de A, puisque leurs valeurs doivent satisfaire 
aux équations (7) , dont les deux premiers termes ne varieront 
pas sensiblement pour tous les points compris dans cette petite 
étendue. Les quantités cl, ( 3 , y, ne varieront donc, dans cette 
même étendue, qu’à raison des quantités P, Q, &c. : mais les 
valeurs de ces trois fonctions, dont on doit faire usage dans 
le calcul des forces X, Y, Z, sont les moyennes de leurs va¬ 
leurs relatives àun très-grand nombre d’éiémens voisins (n.° 5); 
ce sont donc aussi les moyennes des valeurs de P, Q, &c., 
dans chaque petite partie de A, qu’il faudra employer dans les 
équations précédentes. Ces moyennes dépendront de la matière 
du corps A : s’il est homogène, elles seront les mêmes dans 
toute son étendue ; s’il est hétérogène, elles varieront d’un 
point à un autre, suivant des lois résultant de la constitu¬ 
tion de ce corps : elles ne dépendront ni de sa forme, ni des 
forces auxquelles il est soumis; mais elles pourront dépendre, 
en général, de sa position par rapport aux plans fixes des 
x,y, z, et changer pour cette raisbn, lorsqu’on fera tourner 
A sur lui-même, quand bien même ce corps serait une sphère 
homogène. ' 

Or, si nous voulons que l’action magnétique d’une sphère A 
ne change pas par l’effet de sa rotation, il sera nécessaire 
que les valeurs des fonctions cl, / 3 , y, qu’on emploiera dans 
le calcul des forces X, Y, Z, soient indépendantes de ce 

E 
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mouvement; cela étant, il en sera de même à l’égard des quan¬ 
tités A /f fi / , y /t qui doivent satisfaire aux équations (7); donc 
aussi les coefficiens P, Q , &c., compris dans les équations (8), 
ne devront pas varier par l’effet de la rotation de A. C’est 
cette condition qu’il s’agit maintenant de remplir. 

(12) Pour cela, observons que £t y , / 3 . y , y y , étant les trois 
composantes parallèles aux axes des x ,y, d’une certaine 
force, c’est-à-dire, de l’action d’un élément magnétique sur 
un point de son intérieur, les trois composantes de la même 
force suivant trois autres axes fixes dans cet élément, par 
exemple, suivant ses trois axes principaux de rotation, seront 
exprimées par 

ol / cos / / 3 y cos m y cos n, 

cL f cos l' -f- /3 cos m -t- y cos n > 

et y cos 7 " rf- / 3 f cos m" -f- y y cos n"; 

en désignant par l, m, ôcc. , les neuf angles compris entre les 
nouveaux axes et les anciens, dont les cosinus seront liés entre 
eux par ces équations connues : 

cos 2 / cos 2 /' -J- cos 2 /" zn: 1, 

cos 2 m -h cos 2 m -h- cos 2 m" 1, 

cos 2 // -H cos 2 n -t- cos 2 n" -— 1, 

cos l cos m -f- cos l' cosm' cos I" cos m ■==■ o, 

cos / cos n —H cos V £6s ri cos l" cos n ~ o, 

cos ni cos n -h cos m 'cos n -f- cos m" cos n" rzz o. 

\ 

Par la nature des quantités et, y, leurs valeurs se com¬ 
posent aussi comme des forces, en passant d’un système d’axes 
rectangulaires à un autre (n.° 4); leurs valeurs relatives aux 
trois axes principaux seront par conséquent : 
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et cos l -Y- (3 cos m - 4 - y cos n, 

ou cos /' -Y- (3 cos m -f- y cos ri, 

ou cos l" -f- (3 cos m" -f- y cos n"; 
ou,j3,y, se rapportant toujours aux axes quelconques des x,y, £. 

Cela posé, concevons quen formant les équations (6) on 
ait décomposé faction de l’élément magnétique suivant ses 
trois axes principaux, et remplaçons èn conséquence, dans 
leurs premiers membres, les forces et, ( 3 t , y /t par les expres¬ 
sions des composantes relatives à ces axes; la valeur de l’épais¬ 
seur e, que l’on déterminera ensuite d’après ces équations, 
sera de la forme : 

e zzz P, ( cl cos / -f- ( 3 ' cos m H— y t cos n ) 

( 2 , ( a.' cos l' -+- (3> / cos m ' y y cos n' ) 

-f- R , ( cl cos l" —H (3 t cos m" y t cos n ) ; 

les coefficiens P x ,Q_i, R , , ne dépendant plus que de la 
forme de l’élément, et nullement de sa position, ou des angles 
/, m , &c. L’épaisseur de la couche de fluide libre à la surface 
d’un ! élément magnétique étant ainsi exprimée, on pourra 
former les expressions correspondantes des intégrales que 
ou, (3, y, représentent; et en rapportant aussi ces quantités 
aux trois axes principaux, c’est-à-dire, en les remplaçant par 
les trois trinômes qui précèdent la valeur de e , nous aurons 

, etcos/ -Y-fi cosm -Y-y cos n=p (et, cos/ -\-f3cosm -4-ycos// ) 
-f -q ( ou j cos l'-Y-fZ,cos m -\-y cos ri ) 
-Y-r (ct / cos^-f-/ 3 / cosw , 'H-y / cos« ,, ), 
etcos/’-t-/3'cos m —t-ycos rizzzp 1 (oucosl -f-/3 y cosw -4-y ; cos// ) 
-f- q (et, cos /' -\-(3 t cos m- f-y,cos ri ) 
-Y-r ( et cos cos m-Y-y f cos ri'), 

etcos/* cosm"-hycosn"—p "(et cos/ -h/3œsm -Y-y^osn ) 
-Y-qX et y cos / ' -\~(3cos m -Y-y, cos ri) 
-Y-r'\du j cosl"-\-/3cosm"-Yy / cosn*); 
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les neuf coefficiens p , q, &c., étant encore des quantités indé¬ 
pendantes des angles J,m, &c. En vertu des six équations (9), 
qui existent entre leurs cosinus, on tirera immédiatement de 
ces trois dernières équations les valeurs de et, fi, y, et les 
comparant aux seconds membres des équations (8), on en 
conclura celles des coefficiens P, Q,& c., dont il nous suffira 
d’écrire les deux premières, savoir: 

Pzzzp cos z / -+* q ' cos z l' •+• r" cos a / 

-\-(p'-h q)coslcosl'-+-(p"-t-r)coslcos l"-\-(q"-b-r') cos / 'cos/", 
Q= p cos / cos m -+- q' cos /' cos m' -+- r" cos /" cos ni 

-\- p' cos / cos m' q cos l' cos m 

H-/?"cos / cos th"-H r cos l" cos w 

—H q"cos /'cosw"- 4 - r' cos /"cos m'. 

Lorsque la sphère A tournera sur elle-même, les angles 
l, m, &c., varieront, et l’on pourra leur attribuer toutes les 
valeurs possibles qui satisferont aux équations ( 9 ). Or, d après 
le numéro précédent, les coefficiens P, Q, &c., devront tous 
rester les mêmes pendant la rotation de A; il faudra donc 
que les angles l, m, &c., disparaissent de leurs valeurs, en 
ayant toutefois égard aux équations (9) qui les lient entre 
eux. Cette condition sera remplie, si fon a pizzq =r , 
et si les six autres quantités p', p", q, &c. , sont nulles : 
on aura alors P — Q' = R" =/>> les six autres coefficiens 
P P", Q, &c., seront égaux à zéro, et les valeurs de et, €, y, 
se réduiront à 

a, = p a.,, C —p C,, y =py,. (10) 

Je dis de plus que la condition donnée ne peut être remplie 
que de cette seule manière. 

E11 effet, deux des trois angles l, ï, 1 ", sont arbitraires; 
et pour qu’ils disparaissent de la valeur de P, il est nécessaire, 
et il suffit, d’après la première équation (9), qu’on ait 
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P = 4 — r ", p ' -t- g — o, p" + rzz o, q " A- r' — o. 

Ces conditions, jointes à la quatrième équation (9), réduisent 
la valeur de Q à 

P (cos/cos/»' — cos/'cos/ 7 /)-H r ( cos /" cos /// — cos l cos m" ) 
■+V # ( cos ï cos ///" — cos r cos m ' ),* 
et pour quelle soit indépendante des angles l, m, &c., il 
faudra qu’on ait p' = o, r = o, q" = o : cela, joint aux 
premières conditions, donnera q = o , p" = o , r ■==. o; ce 
qu’il fallait démontrer. 

La valeur de p restera inconnue, et ne peut être détermi¬ 
née par ces considérations. Quand on substituera, dans les 
expressions des forces X, Y, Z, du n.° 6 , les valeurs des fonc¬ 
tions ce y 0 , y y données par les équations (10), cette quantité 
p se confondra avec le rapport k ' de la somme des élémens 
magnétiques au volume dans lequel ils sont contenus, de 
manière que ces expressions 11e seront fonctions que du pro¬ 
duit k' p. Mais, comme ce rapport n’est pas connu a priori, 
et qu’il doit être déterminé par l’expérience, en comparant 
entre elles les actions magnétiques de A, calculées et observées, 
on conçoit que la connaissance de la valeur de p n’est pas in¬ 
dispensable : il arrivera seulement que la valeur qui sera donnée 
par l’expérience, sera celle du produit k' p, qui pourra sur¬ 
passer l’unité au lieu d’être celle de k', qui était nécessaire¬ 
ment moindre que un. 

Pour confirmer, par un exemple, la forme des équations 
(10), nous allons examiner un cas très-étendu, dans lequel 
on pourra déterminer effectivement l’épaisseur variable de la 
couche de fluide libre à la surface de l’élément magnétique, 
et les valeurs des intégrales représentées par <t, @, y. 

( 13 ) Les valeurs des quantités <t y , / 3 /t y t , qui satisfont 
aux équations ( 7 ) , étant sensiblement constantes pour tous 
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les points d’un même élément, il résuite des équations (6) 
que l’action de cet élément sur un point quelconque M 
compris dans son intérieur, sans faire partie de la couche de 
fluide libre située à sa surface, sera égale à une force constante 
en grandeur et en direction. Lorsque ces valeurs seront 
connues pour un élément déterminé, dont la forme sera 
donnée, la loi des épaisseurs de la couche de fluide libre 
sera aussi déterminée; le problème qu’on aura à résoudre 
pour la conclure de ces données, sera le même que pour dé¬ 
terminer la ipi des épaisseurs de la couche électrique à la 
surface d’un corps conducteur, soumis à l’action d’une force 
constante pour tous ses points, en grandeur et en direction. 
Sa solution, telle quelle résulte de mon premier Mémoire sur 
cette matière (*), sera comprise dans la formule suivante. 

Prenons arbitrairement un point fixe C dans l’intérieur de 
l’élément auquel le point M appartient ; par ce point C menons 
trois axes parallèles à ceux des x ,y, i; soient r le rayon vec¬ 
teur du point Ai, ou sa distance au point C, u l’angle compris 
entre ce rayon et l’axe des x, et v l’angle compris entre le plan 
de ces deux droites et le plan des x, %; les trois variables 
r, u et v seront les coordonnées polaires du point M, rappor¬ 
tées au point C comme origine ; ses trois coordonnées rec¬ 
tangulaires, rapportées à cette même origine, seraient r cos u t 
r sin u sin v, r sin u cos v. Désignons par a le rayon d’une 
sphère équivalente en volume à l’élément que nous considérons; 
par u' et / ce que deviennent les angles u et v , relativement 
à un point quelconque M' de la surface de cet élément ; par 
a ( i -H / ) le rayon vecteur de M*, en sorte que t soit une 
fonction donnée de u et v ; et enfin par et e la mesure 
du fluide libre, et son épaisseur au point M', évaluée dans le 
sens du rayon C M'. L’équation qui servira à déterminer fx e 


(*) Mémoires de la première classe de l*Institut, année 1811, I. re partie. 
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en fonctions de u' et v , sera celle-ci: 


r r _ /ix- e a 2 (i -+• t ) 2 sin u' d u' dv' _\ 

f J [a 2 (n-f) a —2 ra (i -+- t) (cos u cos m'-h sin u sin w' cos ( v—v' ) ) -+- r 1 ] * > (l i) 

~ c —f -cl rcosu + /3 rsin «sin v -f- y y rsin«cos v, ) 

qui devra subsister pour toutes les valeurs des trois variables 
r , u et v: la. double intégrale est prise depuis u'— o et v — o, 
jusqu a u' zz: tt et v' = 2 tt ; et la quantité c est une cons¬ 
tante qu’on déterminera d’après la condition que la totalité du 
fluide libre soit nulle, ou qu'on ait 

f f e ( 1 1) 1 sin u r d u d v* = o. 

En général, cette équation se résoudra par la méthode des 
séries. La valeur de ^ e s’exprimera par une série d’autant 
plus convergente que la quantité / sera plus petite : afin de ne 
pas nous jeter dans des calculs trop compliqués , nous suppo¬ 
serons que cette variable t soit constamment assez petite pour 
qu’on en puisse négliger les puissances supérieures à la pre¬ 
mière ; ce qui comprendra toutes les formes d’élémens qui ne 
différeront pas beaucoup de la sphère, et suffira à la vérifi¬ 
cation des équations (10) que nous nous sommes proposée. 


(14) Faisons d’abord tout-à-fait abstraction de t, et déve¬ 
loppons , suivant les puissances de r, la quantité irrationnelle 
comprise sous le double signe d’intégration; nous aurons, en 
série convergente, 

[a *— 2 a r (cos « cos «-t-sin u sin u cos ( v —v T — -^-Y, 




les coefficiens Y 0 , Y , ,Y 4 , &c., étant des fonctions de sinus 
et de cosinus des angles u,v,u',v\ qui jouissent de propriétés 
connues. En vertu de ces propriétés, on conclura immédia- 
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tement pour la première valeur approchée de /a e, qui satisfait 
à 1 équation ( 11 ), 

e=fA-^- -1— j— («t cos u-\-Q> sin z/sin/-H-y, sin cos v). 

({ira 4» v ' ' 7 7 

Pour en obtenir une seconde, nous ajouterons un termes 
à cette première vaieur; en retenant ensuite dans l’équation 
(i i) les termes de première dimension par rapport à s et à t, 
et réduisant, on aura 


ff(Yo- t--f Y,-iY,-+- ~ Xj-t-Sic. )^sin u du'dv' 

z=fj\~Y a +~ Y^~ Y^^Y^-Stc^etûnu' du dv', 

où l'on a conservé, pour abréger, (a e à la place de sa valeur 
précédente. Quelle que soit la valeur de /a e t en fonction de 
u' et /, on peut l’exprimer par une série de cette forme (*) : 

fA et zz: Z o —1— Z , - 4 — Z a —H Z 3 —H &c., ( i 2 ) 

dont ies termes sont de certaines fonctions des sinus et cosinus 
de ces deux angles, qui sont telles, que l’on a 

ffZ'i Yi> sin u' d u ' d v' zzz o , 
quand les indices i' et i sont différens ; et 

//Z',- Yi sin u'd u'd Y = , 

quand ils sont égaux : Z; représentant ce que devient Z', 
lorsqu’on y remplace u' et v' par u et v, et les intégrales étant 
prises depuis u o et v' o , jusqu’à u 'et v r — 2 7r. 
De cette manière, le second membre de réquation précédente 
deviendra 




_1_, 7 

7 a 3 ^3 


( 2 i -+- 1 ) a i 


Z/—t— 8 cc. ) ; 


(*) Journal de l’École polytechnique, 19.® cahier, page 145. 
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et pour que le premier lui soit identique, il /audra qu’on ait 
s — Z o + Z j —H 2 Z 3 — h . . —H ( i — i ) Z ,• —H &c. 

C’est à cette seconde approximation que nous nous arrête¬ 
rons. Si l’élément magnétique que nous considérons, était un 
ellipsoïde, et que l’on plaçât l’origine des coordonnées polaires 
à son centre, t serait une fonction de u' etv', de la même 
nature que Z le développement de /met ne contiendrait 
que les trois termes Z' Q , Z’ t et Z' ? ; tous les autres seraient nuis, 
et même Z' 0 serait aussi nul, d’après la condition que la tota¬ 
lité du fluide libre à la surface de l’élément fût égale à zéro. 
Ainsi, dans ce cas particulier, la valeur précédente de s se 
réduira au seul terme 2 Z' r Dans tous les cas, on pourra 
ramener cette série à la forme finie, au moyen d’une intégrale 
définie; mais cette transformation ne serait point utile à l’ob¬ 
jet que nous avons en vue. 

(15) Maintenant, la distribution du fluide libre à la sur¬ 
face de l’élément magnétique étant déterminée, il sera facile 
d’en conclure les valeurs correspondantes des intégrales 
<*/, fi y', du n.° 3 ; ce qui fera connaître les relations exis¬ 
tantes pour un même élément, entre ces intégrales et les 
quantités ct /t fi r y r Nous continuerons de désigner par 
et, / 3 , y, ce qué deviennent et 1 , fi', y', quand les coor¬ 
données d’un point C, pris dans l’intérieur de l’élément auquel 
elles répondent, sont x ,y, £. D’après les notations précédentes 
et celles du 'numéro cité, nous aurons' 

// x — a ( 1 ■+" t ) cos u ' > 

h £ zzz <7(1 —t ) sin u' sin v', 

h Ç = a ( 1 -f- / ) sin u cos v '. 

L’élément de volume de la couche de fluide libre pourra 

s’exprimer au moyen de l’épaisseur g normale à sa surface, ou 

F 
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bien au moyen de l’épaisseur inclinée e, et, ces deux expres¬ 
sions devant être égaies entre elles, on en conclura 

th d's zz: e a z ( i -+■ t ) 1 sin u d u d,v'; 
observant de plus qu’on doit avoir h 3 = , les intégrales 

, / 3 , y, prendront la forme 


^ == ~4"1T // ( 1 "+" * ) 3 f* e cos a' sin u r d u d v , 

& = ^ hr-'f f ( 1 * ) 3 * sin z sin v' d u d v', 

y ^ -4T"// ( I -H- * ) 3 ,a * sin * COS / a ' d v'. 

Si l’on néglige t et le terme s de la valeur de /x, <?, les inté¬ 

grations s’effectueront immédiatement, et l’on trouvera 


_ 3 «, 


, /3 = 


_ 3 fl. 


4 TT 


y — 


_ 3 y, 


( 13 : 


ce qui serait les valeurs exactes de cl , /3, y, si l’élément ma¬ 
gnétique était une sphère. En conservant les termes d’une seule 
dimension , par rapport à t et on aura, par exemple, 

_ 3 a 9 . r 

A — “4V J J t* e * cos «' sin u' du' dv'j 

3 / (i À) 

"+■ /'-T COS a' sin a' da' <afv\ 

Or, d après les propriétés des termes de ia série (12), dans 
laquelle on a développé ,itf(,ona 


7 7" Z',- cos a’ sin u' du dv' = o, 
excepté dans le cas de i = 1 ; d’où il résulte que la seconde 
intégrale double, qui entre dans cette valeur de a,, se réduira 
à zéro, et la première à un seul terme, quelle que soit la 
forme de l’élément magnétique. Il en sera de même à l’égard 
des valeurs de £ et y, qui s’exprimeront aussi sous forme 
finie. 
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Pour former de ia manière ia plus simple ia valeur de la 
première intégrale double, contenue dans l'équation (i4)» 
supposons que le point C, origine des coordonnées polaires , 
soit le centre de gravité de l’élément magnétique; faisons 
d’abord coïncider les axes auxquels ces coordonnées se rap¬ 
portent, avec les trois axes principaux de rotation menés par 
ce centre, et désignons dans ce cas par u t et v / ce que de¬ 
viennent les angles u et v'; observons de plus que a est le 
rayon de la sphère équivalente au volume de cet élément : il 
en résultera que si l’on développe t en série de la même nature 
que la série (12)^ les deux premiers termes manqueront dans 
ce développement, et le troisième terme sera de la forme (*): 

g -cos * u^j -hg' ( sin * u / cos 2 v t — sin 2 u é sin 1 v j ) ; 

g et g' étant des coefficiens constans qui dépendront unique¬ 
ment de la forme de l’élément magnétique. Si l’on veut ensuite 
transformer les angles u t et v t , relatifs à ces axes principaux, 
dans les angles u ' et v ' qui se rapportent à des axes quelconques, 
on observera que cos u /t sin u t sin v /( sin u / cos v /é sont les 
cosinus des angles que fait le rayon vecteur a ( 1 -H— t) avec 
les premiers axes, et que leurs valeurs, en fonctions de u' et v', 
sont 

cos u — cos u cos / H- sin il sin v cos m -h sin u cos v cos n , 

' • ^ 
sin u i sin v=. cos u c os t -4- sin u sin v cos m'-\- sin //cos v cos ri, 

sin u t cos vz z= cos u cos l"-\- sin //'sin v'cos ///"—f— sin u c os /cos ri'; 

l, m, &c. étant, comme dans le n.° 12, les neuf angles que 
font les axes principaux avec les autres axes. Substituant donc 
ces valeurs dans la formule précédente, elle se trouvera expri¬ 
mée en fonction de u et v', ou rapportée à des axes fixes 
quelconques. Ce second terme du développement de t sera le 


(*) Mécanique céleste, tome II, pages 33 et 93. 


F 
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seul qui subsistera dans ia valeur de i’intégrale double 
/ f /ll e t ços u' sin u d u d /; 

en ie combinant avec ia première valeur approchée de f* e, et 
effectuant les intégrations pour les limites données, on obtien¬ 
dra, sans difficulté, la valeur de cette intégrale. Si Ton met 
ensuite cette valeur dans l’équation (i4 ), et que l’on ait égard 
aux équations (p) qui lient les angles l, m, &c. entre eux, on 
aura, toutes réductions faites, 

^y L -<-r(g —£')f,cos*/'-+~f- (g-+-g)a.cofl" 

+j-(g—g)/ 3 / co sm' co sl'-+--j(g-*-g / )l 2 / co s m" cos/ ; 
-+-f (g—g ) y ; cos m cos /'-t-y (g-*-g) y cos //'cos 

et l’on formera de même les valeurs de £ et y. 

Il est évident que les coefficiensde cL t> y / , dans cette 
dernière formule, ne peuvent être indépendans des angles 
/, m , &c. , à moins qu’on n’ait g o, g = o. Les valeurs 
de cl , /3 , y , seront alors les mêmes que si l’élément magnétique 
auquel elles se rapportent, était une sphère, et elles seront 
données par les équations (13), dont la forme est la même 
que celle des équations (10), ce qu’il s’agissait de vérifier. 
Pour que ces deux systèmes d’équations coïncident, il faudra 

qu’on ait p = ; telle sera donc la valeur de p dans le cas 

que nous venons de considérer. Si les élémens magnétiques 
s’écartaient beaucoup de la forme sphérique , la valeur de cette 
quantité serait très-difficile à déterminer; mais heureusemertt, 
d’après la remarque qui termine le n.° 12, nous pouvons nous 
passer de la connaître : pour fixer les idées, nous attribuerons 

à cette quantité p la valeur qui aurait lieu dans le cas 

des élémens sphériques, ou peu différens de cette forme. 
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(16) Nous conserverons les quantités et, / 3 , y, dans les 
équations (7 ), et nous en éliminerons et , fi , y , au moyen 
des équations (13). Nous aurons alors 


dV 

d X 


X 


d V 
d y 



d V 
d Z 




( * 5 ) 


pour les trois équations de l’équilibre magnétique. 

Elles auront lieu pour tous les points du fluide neutre con¬ 
tenus dans chaque élément magnétique, eu excluant toujours 
les éléinens situés à la surface de A , ou qui n’en sont qu’à 
une distance insensible ( n.° 8 ). Elles subsisteront encore à la 
surface intérieure de la couche de fluide libre qui termine cet 
élément; mais elles n’auront plus lieu dans l’épaisseur de cette 
couche, ni à sa surface extérieure. Les particules de fïuide libre 
situées à la première surface ne sont donc retenues par aucune 
forc^; et c’est pour cette raison que nous avons dit, dans le 
préambule de ce Mémoire, que le fluide magnétique devait 
être dépourvu d’élasticité: car, sans cela, rien n’empêcherait 
la couche de fluide libre de se dilater et de remplir l’intérieur 
de l’élément. Dans l’épaisseur de cette couche, et à sa surface 
extérieure , où les forces qui agissent sur les particules fluides 
ne sont pas nulles, il se produit une pression qui doit être dé¬ 
truite , comme nous l’avons déjà dit, par l’obstacle quelconque 
qui empêche le fluide magnétique de sortir de l’élément auquel 
il appartient ; mais il y a, à cet égard , une observation à faire. 

A la fin du n.° p, nous avons remarqué que l’action*du 
corps A sur une particule de fluide libre située à la surface 
extérieure de la couche qui termine un de ses éléinens, a pour 
composantes X, Y, Z; en y joignant donc celles des forces 
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extérieures qui sont exprimées par ies différences partielles de 
V, les composantes suivant les axes des x ,y, £, de la force 
totale qui sollicite cette particule, seront 


d V 

d x 


-h X, 


d V 

dy 



-+- Z. 


Ces quantités ne changeront pas sensiblement dans l’étendue 
d’un même élément, et, en vertu des équations précédentes, 
elles seront respectivement égales à 


4 7 T a. 4 ‘ 7r Æ 4 7 y 


3 3 3 


Si donc on désigne par n, n , n ", les trois angles compris 
entre les directions de ces forces et la partie extérieure de la 
normale à la surface de l’élément magnétique, au point où est 
située la particule que l’on considère, et si l’on appelle N la 
composante dirigée suivant cette droite, on aura 


N ~ ( a cos n fi cos n ' _4 -y cos n " ). 

Or , pour que cette force puisse être détruite par la résistance 
qui s’oppose à ce que le fluide libre sorte de l’éfément, il sera 
nécessaire qu’elle agisse de dedans en dehors en tous les points 
de sa surface ; et, pour cela, il faudra qu’eHe soit positive ou 
négative, selon que la particule sur laquelle elle agit, sera 
australe ou boréale. Réciproquement, on pourra donc assurer 
que le fluide libre sera austral ou boréal, en un point donné 
sur la surface d’un élément, selon que la valeur de N , relative 
à ce point, sera positive ou négative. C’est ce que nous pou¬ 
vons vérifier dans le cas où l’élément magnétique est une 
sphère. 

En effet, dans ce cas, la première valeur de fx e trouvée 
dans le n.° 14 sera complète; la constante c cju’elle contient 
sera nulle, d’après la condition de l’égalité des deux fluides 
boréal et austral, à la surface de l’élément; et si l’on suppose 
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que son centre soit i origine des angles u ' et v', on aura 
cos//zz: cos u , cos //zrrsin //' sin v', cos ri" zz: sin u' cos v'; 

mettant de plus à la place de et > fi / , y t , leurs valeurs données 
par les équations (13), on aura 

fA e zz et cos 11 -4- fi cos n 1 -f- y cos // , 
et par conséquent, 

N = - ft e) 

3 

où l’on voit que les quantités N et fte seront de signes con¬ 
traires, ce qui équivaut à la proposition qu’il fallait vérifier. 

Toute la théorie du magnétisme, relativement aux corps 
aimantés par influence, dépend maintenant de la résolution 
des trois équations (15). Dans chaque cas particulier, le pro¬ 
blème consistera à en déduire les valeurs des trois quantités 
et, fi , y , en fonctions des coordonnées du point auquel elles 
se rapportent; mais, avant de chercher à les résoudre, il est 
nécessaire de les ramener à des formes plus simples , en rédui¬ 
sant , s’il est possible, à des intégrales doubles , les intégrales 
triples que X , T, Z, représentent, et qui sont contenues dans 
ces équations. C’est ce qui va nous occuper dans le paragraphe 
suivant. 

§. II. 

Simplification des Formules précédentes- 

(17) N° us considérerons d’abord les seconds membres des 
équations (5) (n.° 6 ), dans lé cas où les coordonnées x, y, £, 
appartiennent à un point M situé en dehors de A. Les limites 
de ces intégrales triples seront alors indépendantes de x ,y, £, 
en sorte qu’on pourra transporter en avant des signes f les 
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signes de différenciations relatives à ces variables; ce qui 
changera les équations (5) en celles-ci: 




dQ - 


en faisant, pour abréger, 



ia valeur de Q deviendra 

( d a ' k ' d ^ k ‘ d y> h> \ 

Pour fixer les idées, supposons que Taxe des £ soit vertical 
et dirigé de bas en haut, que le corps A soit tout entier au- 
dessus du plan des x r , y’, et qu’il y ait seulement deux points 
de la surface de ce corps qui répondent à chaque couple de 
valeurs de x', y' : ces points pourraient être au nombre de 
quatre, six, &c., selon la forme du corps; mais on ramènera 
toujours ces autres cas à celui que nous supposons, en consi¬ 
dérant ces points deux à deux consécutivement. Ce sera entre 
les ordonnées verticales des deux points de la surface qui ré¬ 
pondent aux mêmes valeurs de x’,y', que l’on devra prendre 
les intégrales relatives à z : ainsi Ion aura 

j y' k ' 

f IJ—d x' d y' d 1' — //[-“-p* â >' 

dx ' dy ' ; 
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les quantités £ -—J et| — y —j se rapportant, la première 

au point supérieur, et fa seconde au point inférieur. Si donc 
on conçoit un cylindre vertical tangent à la surface de A , qui 
a divise en deux parties, il faudra étendre la première des 
deux intégrales doubles à la partie supérieure, et la seconde à 
la partie inférieure. Or, en appelant n' l’angle compris entre 
la verticale tirée de bas en haut, par le point de la surface de 
“7' dont les coordonnées sont .y', y', £ et la partie extérieure 
e la normale à cette surface au même point, cet angle sera 
aigu dans toute la première partie delà surface, et obtus dans 
toute la seconde partie; désignant de plus par d u' l’élément 
différentiel de la surface à ce même point, sa projection sur le 
plan des x ' , y ', sera d x' d y', et l’on aura 

d x' d y' — ± cos //' du., 

en prenant le signe -f- quand //'sera aigu, et le signe — quand 
cet angle sera obtus. D’après cela, nous pourrons réduire la 
différence de nos deux [intégrales doubles à une seule inté¬ 
grale étendue à la surface entière de A , savoir: 

d y' - // p_£L) dx > d y 

_ r r 7 'h' cos n ' . , 

— JJ --- dtê . 

Nous aurons donc 

d.XJL 

f f f - 7T~ dx ‘ d z'=f —— *<*'■■ 

J* 

et, par des raisonnemens semblables, on trouvera 

d.XH 

f f I —dj— dx ' ty d z '=zf ZI121Z da ' 

t 


G 
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j cl' k' 

///—37 — d y ^ =/—7—; 

en désignant par m et ï les angles que la partie extérieure 
de la normale à la surface de A au point dont les coordonnées 
sont x', y', z , fait avec des droites menées par ce point, dans 
les directions des y' et x' positives. Par conséquent, la valeur 
précédente de Q se changera en celle-ci : 

Q—f (et' cos /'-f- /S' cos /«'-+- y' cos n ') a>'— P, [b) 

dans laquelle la première intégrale s’étend à la surface entière 
de A , et l’intégrale que P représente, à son volume entier. 


(18) Lorsque le point M, dont les coordonnées sont x,y, 
sera situé dans l’intérieur de A, les expressions des quantités 
X, Y, Z, seront différentes : les intégrales triples qu’elles re¬ 
présentent, ne devant pas comprendre les points de A qui 
sont contenus dans une très-petite étendue autour de A 4 (n.° 7), 
si l’on appelle B cette petite portion de A, il faudra d’abord 
calculer les valeurs de X, Y, Z , comme dans le numéro pré¬ 
cédent, en étendant ces intégrales à A tout entier, puis en 
retrancher les valeurs de ces mêmes intégrales, relatives à B : 
ainsi, en désignant ces dernières valeurs par X ; , Y /f Z y , nous 
aurons , dans le cas d’un point intérieur, 
v d <2 y y — d Q- y Z — — -Z ; 

X—— x r — dy * >' dz 

la valeur de Q étant donnée par l’équation (Æ), comme dans 
le cas d’un point extérieur. II ne s’agira donc plus que de 
trouver les valeurs de X,, Y jf Z, 

Or nous avons, par exemple ( n.° 6 ), 

Z, dy' d z ; 

remettant pour q sa valeur (n.° 3), et effectuant la différen- 
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dation relative à z> il vient 


Z, =f If 


dy' 

p=-yr] 


- 4 -—- V b! J dx ' d / d Z \ 

Dans l’étendue de B , les quantités ce', /3', y' et Æ' ne varient 
pas sensiblement ; on peut donc les regarder comme constantes 
dans cette intégration, et prendre pour leurs valeurs celles 
qui répondent au point M : ainsi, en désignant par et, /3, y 
et k, ce que deviennent ces quatre quantités, quand on y fait 
x = x,y' y, z = Z’ nous aurons 


= * kffi- 


d x' à y' dz 


fi */If- 


d x' d y' d'i 


-h y A / f f -- d x' dy' d z'. 

Par un raisonnement semblable à celui du numéro précédent, 
on changera chacune de ces intégrales triples en une inté¬ 
grale relative à la surface de B; et si l’on désigne par d ou 
l’élément différentiel de cette surface, en un point quelconque 
M\ dont les coordonnées sont x f , y , ^, et par /", m n , n", 
les angles que la partie extérieure de la normale à cette surface, 
menée par le point M", fait avec les axes des x', y', z, 
positives, on aura 

Z, = ^^/- ^'~V C ° S/I ' d y” -h (j k f du » 

S* 
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Représentons maintenant par u l’angle compris entre le rayon 
f mené du point M au point M ", et la droite menée par le 
point M dans le sens des £ positives; désignons aussi par v 
l’angle que fait le plan de ces deux droites, avec un plan 
fixe passant par la seconde ; en sorte que /, u et v t soient les 
trois coordonnées polaires du poin t-M", rapportées au point 
M comme origine , et qu’on ait 

Z—Z — f cosu, y' — y=f sin u sin v, x’ — .*•—j?sinw cos v. 
Comme la forme de B est arbitraire, nous supposerons que 
cette partie.de A soit une sphère qui ait son centre au point 
M, afin de pouvoir effectuer immédiatement les intégrations 
relatives à sa surface. Nous aurons alors 


d ça " f a sin u d u d v, 

cos 1" sin u cos v, cos m"'z=z sin u sin v, cos n" cos u ; 

les intégrales qui entrent dans Ia..valeur de Z y devront être 
prises depuis u = o, v z=z o, jusqu’à u r= vr, v = 2 7r; au 
moyen de quoi,cette valeur se réduira à 

2 _ 4 * & y 

' 3 

On trouvera de même 



4 T k [b 

~3 



4 “T h. CL 

3 ; 


et les valeurs de X, Y, Z, relatives à un point intérieur, de¬ 
viendront 


X — 

dQ 

4 * k* 


d x 

3 

Y z=- 

dQ 

- 


dy 

3 

Xzizz 

dJL _ 

4 Æ y 


d z 

3 
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(ip) Ce sont ces valeurs qu’il faudra substituer dans les 
équations ( 1 5 ) de i'équilibre magnétique; ce qui les changera 
en celles-ci: 


= °- (<) 


dV 

.__i__ d Q _1_ 4 »*( i 

— *) ___ 

d X 

r- , - 

d X 3 

= 0 , 

dV 

,_dQ 4 *-Æ(i 

-k) 

d y 

dy "+■ 3 

- O , 

dV 

__l_ d Q | 4 » y ( 1 

-*>. 

d Z 

d e 3 

- O. 

On sait 

que, par fa nature de la fonction 


d'V d>V 

d * v 


d x a d y 1 

H T 7 r-= 0, 

On a aussi 

identiquement 



d* ' d' — 

d x — 


* _i_ t , 

f 


d x- H dy* ^ 

d V ~ ° 


(d) 


et si 1 on fait subir à cette quantité nulle, des intégrations re¬ 
latives aux variables * z ‘, qu i sont contenues dans e , les 

intégrales seront encore égales à zéro, pourvu qu’entre leurs 
limites, les variables x , y', j', ne passent pas par les valeurs 
particulières x ==x K y =/, j . car j* déjà eu ,> occasion j e 

faire remarquer (*) que ces intégrales ne sont pas milles, lorsque 
la quantité / devient infiniment petite entre les limites dans 
lesquelles on a intégré. Observons d’ailleurs que, les limites 
des deux Intégrales que renferme le second membre de l’équa- 

tl0n ^l:i, tant "'^pendantes de la position du point M. si 
on es 1 erencie par rapport aux coordonnées x, y, 7 on 

pourra faire passer les signes de différenciations sous les si¬ 
gnes / ; on aura donc 


( * ) Bulletin de la Sociétéphilomathique ., décembre 1813. 
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d* Q d'Q , d 2 Q f , , „ n , , 

— r~ "“H* —ji — — f ( cC COS l H— /3 COS lll 
d x * d y 2 d 2 z J ' - 

t Jz _L_ J2_[_ Jî_ i. ”1 

f ^*-L </* — «/* — 1 

Or, le pointé/étant à une distance sensible de la surface de 
A ( n.° 8 ), la quantité f ne deviendra pas nulle entre les limites 
de la première intégrale, qui se rapporte à cette surface; cette 
intégrale s’évanouira donc d’après ce qu’onvient de dire ; mais, 
la seconde intégrale s’étendant au volume entier de A, dont 
le pointé/fait partie, elle ne se réduira pas à zéro. 

Pour en avoir la valeur, il faudra distinguer dans A , autour 
du point M t une portion B que l’on fera aussi petite qu’on 
voudra, et partager cette intégrale en deux parties, l’une rela¬ 
tive à B, et l’autre relative au reste de A. Cette seconde par¬ 
tie sera nulle, puisque la quantité f ne s’évanouira pas entre 
ses limites. Dans l’étendue de B , on pourra regarder comme 
constante la quantité/?'qui entre sous les signes /, et prendre 
pour sa valeur celle qui répond au point M, savoir: 
d - k(t . d ‘ k & , d - k v 

d X d y d z ' 

On a de plus 



d x 2 d x ' 
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et d’après ces diverses considérations, 1’équation précédente se 
réduira à 


d* Q d 1 <2 d* Q _/ d.ka. 

d x* d y* d z* \ d x 




d x' dy' d 1 



Si nous supposons présentement, ce qui est permis, que B 
soit une sphère, les intégrations indiquées dans cette équation 
s’effectueront comme dans le numéro précédent, et, quel que 

soit le rayon de B, chaque intégrale triple sera égale à : 
nous aurons donc enfin 


! d.ka 

, d.kd 

d.ky v 

\ d X H 

dy 

+ 4z )' 


Cela posé, si nous faisons la somme des trois équations 
(r), après avoir différencié la première par rapport à x, la 
deuxième par rapport ày,etla troisième par rapport à £, nous 
aurons,en ayant égard aux équations [d) et (f), et réduisant, 


2 


! d. ko. d. k G> d. k y \ d et d fi d y 

\ d x d y d z J d x d y d z 


O . 


Dans le cas le plus général, la quantité k varie d’un p G ;„t 
à un autre de A; mais le plus communément ce corps sera 
homogène, il aura par-tout la meme température, et k sera 
une quantité indépendante de x ,y, £. C’est ce cas particulier 
que nous nous bornerons à considérer dans la suite de ce 
Mémoire. Si k était variable, la distribution du magnétisme 
dans l’intérieur de A, et les lois de son action extérieure, 
seraient très-différentes et plus difficiles à déterminer. 
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(20) La quantité k étant donc supposée constante, l’é¬ 
quation que nous venons de trouver, se réduira à 

d g- d f& d y 

" 7 T ~dj ~dY — °* 

De plus, par des différenciations relatives à x, y, on dé¬ 
duit des équations ( c ) celles-ci : 

d a. d a. d y d d d y 

d y d x * d z d x * d 1 ~d y * 

ce qui nous montre que <t, / 3 , y, seront les trois différences 
partielles d’une même fonction de x, y, de sorte qu’en 
appelant Ç> cette fonction inconnue, on aura 


= , a 

- d X 9 ■ - 6 

et l’équation ( ë) deviendra 

d* <p d 2 <p 

d x 2 n y 2 


(g) 

W 


Ces dernières formules établiraient des rapports singuliers 
entre la distribution des deux fluides magnétiques dans un 
corps aimanté par influence, et le mouvement des fluides in¬ 
compressibles ; mais nous ne nous arrêterons point à développer 
cette analogie , qui ne serait d’aucune utilité pour la solution 
du problème dont nous nous occupons, et qui pourrait induire 
en erreur sur la nature du magnétisme. 

Les trois équations ( c) de l’équilibre magnétique se rédui¬ 
ront à cette seule équation : 


V-h Q 



dont elles seront les différences partielles relatives à x, y, 
la cpnstante arbitraire que cette équation devrait renfermer, 
sera comprise dans la valeur de l’inconnue Cp. 

La quantité P, contenue dans la valeur de Q , s’évanouira 
en vertu de l’équation (/), et cette valeur deviendra 
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d<f> »' dq>‘ , . d * ' \ 

cos m H—7^-7—cos n J 


57 


dy‘ 


d l' 


en désignant par q>' ce que <f> devient, quand on y met x, y, 7, 
a la place de x, y, Z . Lorsque le point M, dont ces dernières 
variables sont les coordonnées, sera situé hors de A , les équa¬ 
tions ( a ^donneront les composantes de l’action de ce corps 
sur le point AI, en y substituant cette valeur de Q; or on voit 

V Y v v e de Ce “ e < l uantité - la résultante des forces 
, ’ . ’ Z ’ sera équivalente, en grandeur et en direction, à 
I action d une couche de fluide libre qui recouvrirait la surface 
entière de A, et dont l’épaisseur normale serait exprimée par 
' d •' - , d> 




• COS /' 


dy' 


cos m 


d Z ' 




au point quelconque qui répond aux coordonnées x', -y‘, 7 ' 
Comme les équations 'd’après lesquelles la valeur dé Q s'est 
réduite à la précédente, n’ont pas lieu pour les élémens ma¬ 
gnétiques qui répondent à la surface de A , ou qui n’en sont 
pas a une distance sensible, il en résulte que les valeurs de 
a ’ ^ ’ Z ’ Ç alc . u, ées au moyen de cette valeur, ne compren¬ 
dront pas action de ces éiémensj'mais on peut, sans crainte 
d erreur appréciable, négliger cette action, et la regarder 
comme insensible par rapport à celle de tous les élémens dont 
A est composé. 


(21) Lorsque ce corps homogène, et dans lequel la tem 
péruture est par-tout la même, renfermera dans son intérieur 
un espace vide, il est évident que l’on calculera son action sér 
un point quelconque, extérieur ou intérieur, en considérant 
A comme la différence de deux corps de la même nature dont 
I un serait terminé par sa surface extérieure, et l’autre par sa 
surlace intérieure; en sorte que l'on aura, dans ce cas, l’expres¬ 
sion de chacune des composantes X, Y, Z, en formant ses 
valeurs relatives a ces deux corps, et retranchant la valeur qui 


H 
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se rapporte au second, de celle qui se rapporte au premier. 
Supposons donc que la valeur précédente de Q soit relative 
à la surface extérieure de A; désignons ensuite par x", y", 
les coordonnées d’un point quelconque Aî" de sa surface in¬ 
térieure,; par (p ‘ ce que devient la fonction <p par rapport à ces 
variables* par /", m", « ", les angles que fait avec les axes des 
• v » y > Z * posi/ ves, la portion de la normale à cette même 
surface au point M'', comprise dans la partie vide de A : angles 
supplémentaires do ceux qui seraient, par rapport à cette sur¬ 
face , analogues aux angles l.\ m\ n\. relatifs à la surface exté¬ 
rieure. Soit encore d co " , l’élément différentiel de la surface 
intérieure, qui répond au même point /ff"; représentonsenfin 
par p ce que devient la distance f, quand on y remplace 
v » )' > Z * par x", y", i": la valeur complète de Q sera 

Q — ços/'-f- -—-p cos m ’ -f- cos/dj d “ ■ 

cosn ")~~jr . 

en étendant la première intégrale à toute la surface extérieure 
de A , et la seconde à toute sa surface intérieure. Il faudra 
donc substituer cette expression à la place de Q dans l’équa¬ 
tion (/) de l’équilibre magnétique, qui devra servir à déter¬ 
miner la fonction <p, et ensuite dans les équations (rf), pour 
avoir les composantes de l’action de A sur un point AI situé 
hors de la partie pleine de ce corps, et pouvant appartenir 
à l’espace vide qu’il renferme. 

Si nous plaçons dans cet. espace l’origine des coordonnées 
x,y, g. ce point quelconqueyff; de plus, si nous désignons 
par r son rayon vecteur, par 9 l’angle que fait ce rayon avec 
1 axe des £ positives, et par 4“ l’angle comprisentre le plan de 
ces deux droites, et le plan des x, £, nous aurons 

7 = r cos 0 , y r= r sin 9 sin 4 , x = r sin 9 cos 4 - 
Soient, en outre, r, 9 ', 4 '». ce que deviennent les variables. 
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r » par rapport à un point Af f de ia surface extérieure 

de A , et r , 0 , 4/, ce qu elles deviennent relativement à un 
point Ai de sa surface intérieure; les carrés des distances 
/ et/' de ces points au point Ai seront 

= — 2 r/ [cos ô cos G' H- sinflsinfl' cos ( 4 —- 4 /j]- 4 -r'\ 

^■ 2 rr ,< ,[cosGcosô / '- 4 -sinôsinô ,, cos{ 4 ,— 
Représentons aussi par -sr'l’angle que la partie extérieure de la 
normale à la première surface, au point A 4 ', fait avec le pro¬ 
longement du rayon vecteur r' de ce point, et par -zar /# l’angle 
analogue relativement au point Ai " de la seconde surface. En 
projetant les élémens d u' et d a>" de ces deux surfaces sur 
les surfaces sphériques dont les rayons sont r' et r", on aura 
cos 'zsr' d où' ~ r ' 1 sin ô' d 0 ' d 4/, 
cos -zsr " da>" = r" z sin 0 " dü" d 4"; 
faisons enfin, pour abréger, 

k l ' + 77T CO » *' "‘Efo "') =E'cossr', 

k (inF" cosl "c°s m"COS =£"cos -ar"; 

de manière que E' et E" soient les épaisseurs évaluées sui¬ 
vant les rayons vecteurs r etr", des couches de fluide libre 
dont les actions réunies remplacent celle de A, ou plutôt les 
produits de ces épaisseurs par la densité du fluide, considérés 
comme positifs ou comme négatifs, selon que le fluide libre 
est boréal ou austral. Au moyen de ces diverses notations, la 
valeur de Q deviendra' 

Q.—Jf-J E ' '•'■sin JJ £V*sinÛV6"<4" ; 

et les intégrales devront être prises depuis 6 ' = 0 , V ~ 0 , 
8"=o, o, jusqu’à 0'-^-, 4,'— 2 vr, 4,"— î7r ’ 

Dans le cas que nous examinons, on peut supposer, pour 

H* 
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plus Je généralité, que les centres d’une partie des forces qui 
agissent sur A sont compris dans l’espace vide que ce corps 
renferme ; si l’on suppose alors que la fonction V ne soit re¬ 
lative qu’aux forces qui ont leurs centres en dehors de A, et 
que l’on représente par V la fonction analogue, qui se rappor¬ 
tera aux forces dont les centres sont compris dans l’espace 
intérieur, il faudra mettre V-+- U k la place de V dans 1 équa¬ 
tion (i), laquelle deviendra finalement 

V-h U-+- - 4 * ( '~ A \ <p 

H-// — £V*sin JJ-E"r"‘ sin 0 Vô"</^"=o. 

Lorsqu’on aura kz=. i, elle coïncidera avec l’équation d’après 
laquelle on déterminerait les épaisseurs E' et E" des couches 
électriques correspondantes aux deux surfaces de A, s’il s’agis¬ 
sait d’un corps électrisé par influence; dans ce cas particulier, 
le problème du magnétisme et celui de l’électricité dans les 
corps conducteurs dépendront de la résolution d’une même 
équation; pour toute autre valeur de k, l’équation relative au 
magnétisme contiendra, comme on voit, un terme qui ne s’y 
trouverait pas dans le cas de l’électricité. 

(22). Si l’on regarde la quantité Ç> comme une fonction 
des coordonnées polaires r, 0, et que l’on substitue dans 
l’équation [h] ces variables à la place des x,y, £, elle se trans¬ 
formera en celle-ci : 

d ( sin 0 - - ^ \ 

d 2 .rp \ d 9 J l djly 

r dr * sin 9^/0 sin* 6 d\ 2 °* ' ' 

Toute fonction des deux angles 0 et s|/ pouvant être exprimée, 
comme nous l’avons déjà rappelé (n.° i 4 )> P ar une série de 
certaines fonctions de leurs sinus et cosinus,.c’est sous cette 
forme que nous mettrons la valeur de l’inconnue (p ; soit 



donc 
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Q — R 0 ~h R t -H /? z H- . . . . -f- & c. ; 

le terme général Ri étant une fonction rationnelle, entière et 
du degré i, des trois quantités cos ô, sin 0 sin ^ et sin 9 cos 4,, 
dépendante aussi de r, et qui satisfait à l’équation 

V dQ ) I d* R, 

sin * 9 ~T\T* i-l(/ + i)/?/=o. (m) 

Après avoir substitué cette valeur de <p dans l’équation (/), on 
obtiendra un résultat de cette forme : 

R o H- R , H— R i * 4 -. . . —J— R \ —f- &c. zzz o ; 

R'i étant la partie de son premier membre qui répond au 
terme quelconque R, de notre série. La valeur de R', , réduite 
en vertu de l’équation (m), est 


R 


r 


d\rR t 
d r 2 


i ( ; “1" i ) R i : 


c’est donc une fonction de 9 et de la même espèce que Ru 
et, d’après la nature de ce genre de quantités, chaque terme 
de la série précédente devra être séparément nulle, pour que 
la série entière soit égale à zéro. Ainsi nous aurons généra¬ 
lement 


r 


d \ r R -, 
d r 1 


1 ( 1 -d- i ) R i = o ; 


équation dont l’intégrale complète est 


Ri — r 1 Hi~\ -—-T- G t ; 

Hi et G i étant des quantités indépendantes de r et de la même 
nature que Ri, en égard aux deux autres variables 9 et 

Il ne restera donc plus qu’à déterminer, dans chaque cas 
particulier, les expressions de ces deux quantités, en fonc¬ 
tions de leur indice /. On y parviendra en mettant dans le 
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premier membre de i’équation (k ), au lieu de Ç >, sa valeur pré¬ 
cédente , et à la piaoe de V, U, f et /, leurs valeurs en séries 
convergentes, ordonnées suivant les puissances croissantes ou 
décroissantes de r; on égalera ensuite à zéro la somme des 
termes qui contiendront la même puissance de r,e t l’on for¬ 
mera de cette manière une suite d’équations qui serviront à 
déterminer les quantités H / et 67, pour toutes les valeurs de 
l’indice Lorsqu’il ne restera plus rien d’inconnu dans la 
valeur de <p , la solution du problème sera complète : car on 
connaîtra, 1.° la distribution du magnétisme dans l’intérieur 
de A , d’après les trois quantités ce, / 3 , y (n.° 5 ), qui sont 
les différences partielles de 2. 0 les composantes^, Y> Z 
de l’action magnétique de ce corps sur un point donné de 
position, au moyen de la quantité Q, dont la valeur se dé¬ 
duira de celle de <p par des intégrations immédiates. 


§. «I. 

Application des Formules générales aux Corps sphériques. 


(23) Supposons que le corps A soit une sphère creuse, 
qui ait par-tout la même épaisseur. Soient a le rayon de sa 
surface extérieure , et b celui de sa surface intérieure ; en sorte 
qu’on ait / = <2, r"=zb , en plaçant au centre de cette sphère 
l’origine des coordonnées qui entrent dans les formules du 
paragraphe précédent. On aura aussi, dans la même hypo¬ 
thèse , 

cos l r — —pr , cos m ' zzz ~-r , cos n ' z=: ~ 9 cos ’ — 1, 

, a x" // y n z" n 

cos / =- py , cos m -=- -- , cos , COS'ôT — I;; 


et il en résultera 


E' = k 


d <p' 

d T ' * 



d r“ 
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où Ion devra faire r zzz a, r" = b, après avoir effectué les 
différenciations. L’équation (A) se changera donc en celle-ci * 

V -f- U -+- <p j 

-Mff-y £ sin0Vfl'4 '-b‘kff -y -g-sinô'WôV^o.j^ 

qui devra servir à déterminer les deux séries de coefficiens 
contenus dans la valeur de 0 du numéro précédent. 

Dans cette équation , le point M, qui répond aux coor¬ 
données polaires r, 0 , 4 /> appartenant à la partie pleine de A, 
il s ensuit qu’on a r < a et r > b; on aura donc, en séries con¬ 
vergentes, 


Y ! ÿy YJ —y Y 3 '-h &C., 


— 4 + “J7h-- 




les coeffrciens de la première série étant des fonctions de 0 ,^ » 
0 ', 4 /, symétriques, soit par rapport à 0 et 0 ', soit relativement 
à 4^ et 4 /, et ceux de la seconde série se déduisant des pre¬ 
miers en y changant 9 ' et en 9 " et •nJ/’. Ln vertu des pro¬ 
priétés connues dont ces fonctions jouissent, si l’on désigne 
par H' i ce que devient la fonction ///du numéro précédent, 
quand on y met 0 ' et 4 // à la place de 0 et 4 ^ on aura 
ff H'i Y‘i< sin 0 " d 0 ' d 4/ = o, 
tant que les indices / et /' seront différèns, et 


ff H'i Y'i. sinO 'J 0'</4/nz- 4 




lorsqu ils seront égaux; les limites des intégrales étant tou¬ 
jours 0 = o, 4^ = o, et 0 / — 'tt, 4,'= 2 Tt. Les mêmes 
équations auront lieu , en substituant la fonction G{ à ////et 
elles subsisteront également , en intégrant dans les mêmes 
limites, par rapport aux variables 0 " et 1 ^^ H résulte Je là 
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que, si nous combinons l’expression de du numéro précédent 

avec ces valeurs de — et nous aurons 
f f 

^ + ... 

~ £( Z G °+ J7> G '+ fi' G >- 

% sin6V8"4- -if H ^... 

///-+-&C. J 


. . . —f- 


i b>‘-' 
{2i+i)r l - 


-^(ro^-bo,. 


777 ^*- 


C* 


T^j—- G/+&C.); 


en faisant, comme il a été dit, r' — a, r" = b, après les opé¬ 
rations effectuées. 

Les quantités U et V se développent aussi suivant les puis¬ 
sances croissantes ou décroissantes de r : mais, d’après la posi¬ 
tion du pointé, dont cette variable est le rayon vecteur, il 
faudra, pour que ces séries soient convergentes, que V soit 
développé suivant les puissances croissantes de r, et U suivant 
ses puissances décroissantes ; car V répond à des forces qui 
émanent de centres dont les distances au centre de A sur¬ 
passent r, et, au contraire, U se rapporte à des forces dont 
les centres d’action sont à des distances de ce point moindres 
que r. Nous aurons, par conséquent, 


V — V*- r V, r z V z -h r } V } -4- &c. , 
u = ~ ~ ~T &U^ -t- &c. ; 
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ies termes généraux V, et £/, des coefficiens de ces séries 
étant des fonctions de G et de la même nature que H i et G{. 
A mesure que r augmentera, la valeur de U approchera de se 

réduire à son premier terme ~ U 0 : mais, par la nature de 

cette fonction, sa limite doit être ia somme des quantités de 
fluide libre appartenant aux aimans qu’on a placés dans l’in¬ 
térieur de A, divisée par r; le coefficient U 0 doit donc être 
égal à cette somme, laquelle est toujours zéro, quels que 
soient le nombre et la forme de ces aimans. 

Maintenant, si nous substituons ces diverses valeurs et celle 
de Ç> du numéro précédent, dans le premier membre de l’équa¬ 
tion (2), et que nous égalions séparément à zéro la somme 
des termes qui sont multipliés par r', et celle des termes qui 

OIlt ~ r ~ lt ' pour facteur, nous aurons, pour toutes les valeurs 
de l’indice i, ces deux équations : 


y,-h 




Uj- f- 


3 

4 * 0 —*) 

3 




4 i k 


Gi- 


4 irih. b xt ' 


H,— 


4 m ( i h- 1 ) k 
(2/-4-i)a 2 " KI 
4t(/-hi)^ 


Gi —o,j 

Gi=o 


(3) 


d’où l’on tirera les valeurs de H i et G i qu’il s’agissait de dé¬ 
terminer. A cause de G 0 . = o, 1 a seconde équation donnera 
G 0 = 0; et pour le même indice / =0, la première se ré¬ 
duira à 

V. -+- - 4 * ' (1 ? ~* ) H a = 0. 

Les équations (1) feront connaître les épaisseurs E' et E 
des couches de fluide libre, dont les actions, ajoutées l’une 
à l’autre, sont équivalentes à celle de A sur tous les points 
non situés dans la partie pleine de ce corps. Par la nature des 
fonctions/// et Gi, on aura simplement 


1 
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<i z ff E' sin 0 ' J ô' ^ = — 4 TT k Go, 

b 1 ff E" sin 0 " d ô" d 4 " — 4 'tt k G ot 

pour les quantités totales de fluide libre dont ces couches 
seraient formées ; quantités qui seront nulles , puisqu’on a 
G 0 = o. 

( 24 ) Lorsqu’on voudra se servir de ces valeurs de E' et E" 
pour calculer l’action de A sur un point M donné de posi¬ 
tion, il faudra s’y prendre différemment, selon que ce point 
sera en dehors de A ou qu’il sera situé dans l’espace vide que 
ce corps renferme. Si l’on forme la quantité 

V-^U-^-ka z ff~ ~r sin W dty d\'—kb* ff y- si nôVôV^", 

que nous appellerons E pour abréger, et dans laquelle on 
devra faire r zzz a, r" b , ses différences partielles par 
rapport aux coordonnées de M exprimeront, dans les deux 
eus, les composantes de la force totale qui agit sur ce point, 
et qui provient soit de l’action de A , soit des forces auxquelles 
se rapportent les fonctions V et U : mais, selon la position du 
point M, les différens termes de cette quantité devront se 
développer suivant les puissances croissantes ou décroissantes 
de M, afin de satisfaire toujours à la condition de la conver¬ 
gence des séries; c’est pourquoi nous allons examiner succes¬ 
sivement le cas où le point M est en dehors de A, et le cas 
où il est en dedans. 

1 .° Si le point M est en dehors de A , de sorte qu’on ait 
r > ci, et à plus forte raison r > b, le second et le quatrième 
terme de F devront être développés comme dans l’équa¬ 
tion ( 2 ), suivant les puissances décroissantes de r; par consé¬ 
quent, le coefficient de r~‘~\ dans le développement de la 
somme de ces deux termes, sera équivalent, d’après la seconde 
équation ( 3 ), à 
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4 •*• ( » — A ) ^ , 


et nous aurons 

U-kb'ffyr-^r sin 6" d V'd\" 

= ~ azL t j± ( J rG--<-+c. + jr C.-H&4 

La quantité — comprise dans le troisième terme de F devra 

aussi être développée suivant les puissances descendantes de r; 
on aura donc 

— Y } '-+-{k c. ; 

les coefficiens étant les mêmes que dans le numéro précédent. 
Il en résultera pour le coefficient de r”'“' dans le développe¬ 
ment de ce troisième terme, 

Gi) . 

quantité égale à 

— <7‘‘+' ( Vj-+- ±L ^'- k > ff.)' 

en vertu de la première équation ( 3 ), et qui s’évanouit pour 
/ = o, d’après l’équation relative à cet indice. Nous aurons 
donc 

^//jr g sin 6V8'^' = _ (4 V, + £ ir +... 

• • '-‘■“ttt- (£-h, + ii// i+ ... 


4 ^(i—A) 


~~rrr~ Fli -}- &c. j ; 


et la valeur complète de F, dans le cas où le point M est en 
dehors de A, sera 
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_ 4 5 ( . *) 

... H- -£r (^*' V ' « ■+■ 6)-H &c. ]. 


2. 0 Le point M étant compris dans la partie vide de A, 
on aura r < b et < a. Le premier et le troisième terme de F 
devront se développer suivant les puissances croissantes de r, 
comme dans l’équation ( 2) ; le coefficient de r 1 , dans le dé¬ 
veloppement de leur somme, sera équivalent à 
4 ^ ( 1 — A). jj 

- Ht, 

en vertu de la première équation ( 3 ) ; et à cause que ce coef¬ 
ficient est égal à V Q , dans le cas de i = o, on aura 


V-t-ka 1 ff ~ —T" sin e ' d ^' d \' 

11 faudra aussi développer y suivant les puissances croissantes 
de r, la quantité ~~ contenue dans le quatrième terme de F ; 
on aura donc 


Y "h- — Y "-4- 


_ Y " 
b* 7 3 ' 


- &c. ; 


j> ' b b * 

au moyen de quoi le coefficient de r 1 , dans le développement 
de ce terme, sera 

quamité qui est la même chose que 

-1 
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d après îa seconde équation ( 3 ) ; donc , à cause de U 0 zz: o , 
G 0 zzi o , on aura 


— k b* f f -yr sin ô" d%" d— 

~[-Tr U '^~Tr u ^TT u ^- • • Vi -+- ) 

“rH tt ... H- £1 Gl +& e y t 


et la quantité F, dans le cas où le point Afest en dedans de 
A y aura pour valeur complète, 


F^U-^U.+Ç 


c.) 

- 'H- H- - p. ^ t ■ C'/J-j- &c.]. 


On a conservé, pour abréger, dans ces expressions géné¬ 
rales de F , les lettres //,, // x , &c., &c., à la place 
de leurs valeurs déterminées par les équations (3). Les valeurs 
de sont maintenant des fonctions de r, Ô et d'» qui con¬ 
tiennent, en outre, des quantités données dans chaque cas 
particulier. II ne restera plus qu a les différencier par rapport 
aux coordonnées rectangulaires x, y, £ du point M , en y 
regardant r, ô, 4s comme des fonctions de ces coordonnées , 
pour en conclure les composantes totales des forces qui agissent 
sur ce point, suivant leurs directions. Leur origine étant au 
centre de A, etM’axe des £ positives et le plan des .v, £ , 
étant laxe et le plan fixes d’où sont comptés les angles ô et^, 
on aura, dans ces différenciations , 

Z = r cos y — r sin 0 sin J/, a* zz r sin ô cos 


.(25) Dans k cas particulier oà Ion a k zz 1, les. valeurs 
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<Je F se réduiront, savoir : la valeur relative aux points exté- 
rieurs, à 


et celle qui se rapporte aux points intérieurs, à 
*=V*+U- [jr U, -g£r U, h-& c.). 


Le terme V Q étant une constante qui disparaîtra dans les 
différences partielles de F, on voit que la quantité V et 
les termes de son développement n’entreront pas dans les 
valeurs des forces qui agissent sur les points intérieurs, tandis 
que la fonction U , et les quantités qui en dépendent, n’en¬ 
treront pas non plus dans les valeurs des forces relatives aux 
points extérieurs; c’est-à-dire que les forces qui émanent de 
l’intérieur de A n’agiront point au dehors, et celles qui ont 
leurs centres au dehors n’agiront point au dedans. On voit 
aussi que les actions extérieures et intérieures seront indépen¬ 
dantes de l’épaisseur de la partie pleine de A: les actions ex¬ 
térieures dépendront seulement du rayon a de la surface 
extérieure, et les actions intérieures, du rayon b de la surface 
intérieure. Mais ces théorèmes remarquables cesseront d’avoir 
lieu rigoureusement, dès que la quantité k différera de l’unité. 

Nous avons remarqué, à la fin du n.° 21 , que, dans le 
cas de l’électricité, on aurait k = 1 ; ces théorèmes convien¬ 
dront donc aux actions électriques d’une sphère creuse, d’une 
épaisseur constante, formée d’une matière, conductrice de 
l’électricité, et électrisée par l'influence d’autres corps placés 
en dehors ou dans son intérieur. II faudra toutefois que les 
deux électricités, vitrée et résineuse , soient en quantités égales 
dans l’intérieur de cette sphère. Si cette condition n’était pas 
remplie; l’énoncé du théorème relatif aux actions extérieures 
devrait être modifié : on n’aurait plus alors U Q = o ; cette 
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quantité U Q représenterait i excès de l’une des deux électricités 
sur 1 autre. Pour i = o , les équations (3) donneraient 


4 rr G 0 = 


— U„, A liLdÛ Ho 


= — Vo - — U.-, 


en sorte que le produit ( i — k ) ne serait plus nul, 
quoique l’on ait k — i ; ce qui n’est pas impossible, puisque 
H o est une inconnue qui peut dépendre de k, et devenir in¬ 
finie pour cette valeur particulière. L’expression de F, rela¬ 
tive aux points intérieurs, n’en serait pas changée ; mais celle 
qui se rapporte aux points extérieurs devca être augmentée 
d’un terme , 


—T(r. 


4 T ( I — A ) 




)’ 


équivalent à ~ U 0 \ d’où l’on peut conclure que, dans le cas 


le plus général, l’action des corps placés dans l’intérieur de 
A sur un point placé au dehors sera la même que si la tota¬ 
lité des deux électricités qu’ils contiennent, était réunie au 
centre de A, en sorte quelle ne dépendra, ni de la distribu¬ 
tion des deux fluides dans ces corps, ni dans la partie pleine 
de A ( *). 


(26) Le cas le plus simple, eu égard aux forces magnétiques 
qui agissent sur A, est celui où l’on ne suppose aucune force 
intérieure , etoù les forces extérieures se réduisent à une seule, 
constante en grandeur et en direction , dans toute l’étendue 
de A; ce cas sera aussi le plus propre à la vérification de la 
théorie par l’expérience : nous allons donc développer en détail 
les formules qui s’y rapportent; et, pour fixer les idées, nous 
supposerons que la force constante qui agit sur A , soit l’action 
magnétique du globe terrestre. 


( * ) Voyez, sur ce point, le Bulletin de la Société philomathique, avril 1 Ü2q t 



Soit m son intensité; prenons Taxe des % parallèle à cette 
force, et dirigé vers ie pôle boréal : dans nos climats, la force 
m tendra à diminuer l’ordonnée z d’une particule de fluide 
austral, et, ses composantes suivant les axes des x et des y 
étant nulles , on aura 

V= — mz, 

en regardant m comme une quantité positive. A cause de 
Z = r cos 6, il en résultera 

V , = — m cos 0 ; 

tous les autres coefliciens du développement de V seront nuis; 
les coefliciens du développement de U seront aussi nuis , 
puisqu’il n’y a pas de forces intérieures ; d’apres cela, les valeurs 
de Hi et Gi , données par les équations ( 3 ), seront égales à 
zéro pour toutes les valeurs de i , excepté i = 1 : pour cet 
indice particulier, 011 tirera de ces équations: 

_ 3 m a 3 ( 1 -h h ) cos 9 

™ 1 4 **■[( i -♦-£) a 3 — 2 . k 1 b*] ’ 

_ 3 m a* b* k cos 9 

1 4t[( i -+-À)ü> — zk 2 b 3 ] 

Dans le cas que nous examinons., l’expression complète 
de Cf> (n.° 22) sera donc 

37n a 3 r cos 0 / , / , ^ ^ \ . 

< * > = 4^[C^)^^ T\ I+ + ~) ’ 

les quantités et, /3, y, qui en sont les différences partielles 
par rapport à*,7, j(n.° 20), auront pour valeurs : 

9 777 k a î b 3 cos 9 sin 0 cos ^ 

4t[( 1 A ) a — ik't’] P ’ 

97 nk a 3 b* cos 9 sin 0 sin ^ 

4»[( P ’ 

3 m _ 3 * 63 cos a 0 \ 

V ~~ 4»[(> -*-k)a>-2k‘ V 1 r> r> r 

Elles feront connaître (n.° 4 )> au point quelconque de la 
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partie pleine de A , dont les coordonnées polaires sont r, ô 
et-J/, la direction de la petite aiguille aimantée dont l’action 
équivaudrait à celle de l’élément magnétique qui répond au 
même point, et la quantité de fluide libre correspondante à 
chacun de ses deux pôles. Si l’on avait b “ o, c’est-à-dire 
si la sphère A était entièrement pleine, cette direction serait 
constante dans toute son étendue, et la même que celle du 
magnétisme terrestre ; mais, quand le rayon b ne sera pas nul, 
les lignes d’aimantation seront des lignes courbes, dont la 
direction en un point donné dépendra des deux rayons a et b, 
et de la quantité A. Cette disposition du magnétisme, dans 
l’épaisseur d’une sphère creuse, est une conséquence de la 
théorie qui n’est pas de nature à pouvoir se vérifier par l’ex¬ 
périence. 


(27) En substituant dans l’expression de F, relative à un 
point M extérieur, les valeurs précédentes de V, V t , H /t G /t 
et supprimant tous les autres termes, on aura 


F = — m r cos 


m (a* — b* ) b ( 1 -t- A ) a’ cos 0 
( , -h*) a'-xk* b' 1 


les forces totales qui agiront sur ce point, suivant les axes des 
x y y , £, seront donc 

dF _ 3 m (a 5 — ^ 3 ) A ( 1 —A ) a 1 cos 9 sin 0 cos4, 

d x ( 1 -t-A ) a * — 2.h 2 b* r* * 

dF _ 3 — £ 3 ) £ ( 1 A ) a i cos 0 sin 0 sin 4, 

dy (i-t-ZtJû*— zk x b* r 1 * 

d F _ t m{a i —£ 3 )A(i-+-/c) aî(i — ?cos*6) 

d z Vl (i-+-Â)a 3 — 2k* b* r 


Leur résultante sera comprise dans le plan du rayon vecteur 
r et de l’axe des £, comme cela doit être; elle sera parallèle 
à cet axe, ou à la direction du magnétisme terrestre, dans 
deux cas particuliers : lorsque le point M sera situé dans l’axe 

K 
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des z y et quand il sera compris dans le plan perpendiculaire 
à cet axe, mené par le centre de A : mais elle ne se réduira, 
dans aucun cas, à la seule action de la terre, et il n’y aura 
aucune position de AA dans laquelle A n’exerce une action 
sur ce point. 

La seconde valeur de F, du n.° 24 > qui se rapporte aux 
points intérieurs, deviendra 

r, __ — zk 2 )a i rc os 0 

(i-♦-*).«*— 2h :t b i 

Les forces parallèles aux axes des x et y seront nulles; la force 
totale qui agira sur chacun de ces points, sera donc parallèle 
à la direction du magnétisme terrestre : son intensité sera 
constante dans tout l’espace vide que A renferme, et elle 
aura pour valeur : 

d F m ( i -+- k — 2 k * ) a J 

à z ( i -*-k)a* — zk'b* 

Ainsi une petite aiguille aimantée, placée dans cet espace r 
qui ne réagirait pas sensiblement sur la partie pleine de A , 
conserverait par-tout la direction naturelle de la boussole; 
mais, k étant < i et b <a, la force qui la sollicite sera toujours 
moindre que m, et par conséquent ses oscillations seront ra¬ 
lenties par l’action de A. L’observation exacte de leur durée, 
si elle était possible, serait le moyen le plus direct de déterr 
miner la valeur de k pour la matière dont A est formé. 

Si l’on avait k= i, la force relative aux points intérieurs 
serait nulle, et la petite aiguille dont nous parlons n’affecterait 
nulle part une direction déterminée; en même temps les com¬ 
posantes de faction extérieure deviendraient indépendantes 
du rayon b de l’espace intérieur, conformément à ce que l’on 
a dit plus haut ( n.° 25 ). On peut aussi observer que, dans 
ce cas, la résultante de ces forces serait égale à zéro, pour un 
point M placé à la surface de A, et dans le plan mené par, 
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son centre, perpendiculairement à la direction du magnétisme 
terrestre, ou à l’axe des £.* car les trois composantes de cette 
force s’évanouissent à-Ia-fois, quand on a k = i, r — a et 

ô “ — TT. Une très-petite aiguille aimantée, dont la réac¬ 
tion sur A serait insensible, et qui serait placée dans ce plan 
ci une très-petite distance de la surface de A, se comporterait 
donc comme dans l’espace intérieur, c’est-à-dire qu’elle ne 
prendrait aucune direction particulière. 

( 28 ) Nous examinerons spécialement le cas où la sphère A 
est entièrement pleine, et nous ferons, en conséquence, bz=zo 
dans les valeurs des forces relatives aux points extérieurs; ce 
qui les réduira à 

d F _ 3 m k a* cos G sin G cos 4 , 

d x ' ri * 

dF _ 3 m k a i cos G sin 9 sin 4- 

~y ~ ’ 

d F m k a 3 ( 1 — 3 cos 2 9 ) 


Il ne sera pas inutile , au reste , de remarquer que l’on re¬ 
viendra, si Ion veut, de ces formules particulières, à celles 
qui se rapportent à une valeur quelconque de b, en y ren.'- 
plaçant k par la quantité 

( a } — Z>î)A(i-hÆ) 
v (1 + k)a* — 2.b*k* * 

Menons par le centre de A deux plans, l’un horizontal et 
l’autre perpendiculaire à la direction du magnétisme terrestre. 
Leur intersection sera la ligne qui va de l 'est à l 'ouest magné¬ 
tiques; nous prendrons la partie de cette droite qui est di¬ 
rigée vers l’est, pour l’axe des *, à partir duquel l’angle ^ 
sera compté dans le second plan; celui des y, z représentera 
le méridien magnétique, et son intersection avec le premier 

Kt 
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plan sera la direction naturelle de la boussole horizontale* 
Désignons par c l’angle compris entre l’axe des i et la verti¬ 
cale menée par le centre de A et dirigée vers le zénith, lequel 
angle sera le complément de l ’inclinaison magnétique. Soit u 
l’angle que fait le rayon vecteur r du point A4 avec la même 
verticale, et v l’angle compris entre la projection de ce rayon 
sur le plan horizontal et l’axe des x; de manière que r, u et v 
soient aussi les coordonnées polaires du point A4. Les angles 
u et v seront liés aux angles ô et ^ par les équations : 

cos 0 = cos u cos c - 4 - sin u sin c sin v, j 

cos u = cos 0 cos c — sin 0 sin c sin *^,)( 4 ) 

cos v sin u zzi cos -s]/ sin 0 , 

dont la troisième est la suite des deux autres : elles nous 
sont fournies par la considération du triangle sphérique, dont 
les trois sommets répondent au zénith , au pôle magnétique 
boréal et au point A4, et dans lequel 0, « et c sont les trois 

côtés , et TT — v, -J- 7 r -f- n]/, les angles opposés à 0 et 

•à u. 

Appelons encore ^ la composante verticale de la force qui 
agit sur le point A4 ; et désignons par et Ç" ses composantes 
horizontales, dont la seconde soit parallèle à l’axe des x, et 
, , . , dF 

par conséquent égalé a -jp- ; nous aurons 
^ =—m cos c •+* ni k (cos c ( i —3 cos a 0)-+-3 sin c cos 0 sin Osin^)—, 
Ç' =■— m sin c+m k (sin c ( 1—3 cos 1 0 )— 3 cos c cos 0 sin 0 sin 4 ) ~, 

3 7n k a* cos 6 sin 9 cos ^ 

p "• 

La résultante des deux forces horizontales fera, avec la direc¬ 
tion de un angle dont la tangente sera 
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tang ^ — -|r- ; 

et la résultante de cette force et de la composante verticale 
fera avec la verticale un angle y, tel qu’on aura 

tang y = —-. 

Cela posé, si le point ^/appartient à une aiguille aimantée, 
dont la longueur soit très-petite par rapport à sa distance au 
centre de A, les quantités r, 0 et ^ ne varieront pas sensi¬ 
blement dans toute son étendue, et les forces Ç, Ç , Ç pour¬ 
ront être regardées comme constantes. Si cette aiguille est 
librement suspendue par son centre de gravité, elle se diri¬ 
gera, dans sa position d équilibré, suivant leur résultante; 
par conséquent, y sera l’angle quelle fera avec la verticale, 
ou le complément de l’inclinaison magnétique, modifiée par 
l’action de A , et l’angle compris entre sa projection hori¬ 
zontale et le méridien magnétique : son pôle nord s’appro¬ 
chera de i est ou de l’ouest, selon que la valeur de sera 
positive ou négative. Quand il s’agira d’une aiguille horizon¬ 
tale dans sa direction naturelle, comme l’aiguille d’une bous¬ 
sole ordinaire, l’angle exprimera encore la quantité dont 
elle déviera horizontalement, en vertu de l’action de A ; de 
plus, elle s’inclinera en vertu de cette même action : mais, 
pour calculer, dans ce cas, l’inclinaison quelle prendra, if 
faudra tenir compte du poids qui la maintient horizontale 
dans sa direction naturelle, et l’ajouter à la composante Ç. 
Ce poids devra être égal à ni cos c; en sorte que, si Ion re¬ 
présente par i le complément de l'inclinaison demandée, on 
aura 

V~F r -*-X ,,r 

tan g * = “7^7^77" * 

Si l’on désigne le nombre d oscillations qu’une même aiguille 


' f V 
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horizontale effectue dans l’unité de temps, par n, quand 
elle n’est point influencée par l’action de A, et par n , lors¬ 
qu elle est soumise à son influence, les carrés de ces nombres// 
et n seront entre eux en raison directe des forces correspon¬ 
dantes; et comme ces forces sont la résultante de Ç 7 et Ç", 
et la composante horizontale — m sin c de faction de la terre, 
on aura 

/;* ( Ç' 4 -t- Ç" 2 ) zz= n* ni 2 sin 2 c. 

On formera de même une équation relative aux oscillations 
de l’aiguille d’inclinaison dans chaque azimut particulier. Ce 
sont ces diverses formules relatives aux oscillations et à la 
déviation des aiguilles horizontales ou inclinées , qu’il faudrait 
pouvoir comparer à l’expérience pour vérifier la théorie du 
magnétisme. 


(29) En substituant les valeurs de Ç 7 et Ç" dans celle de 
tangch, on aura 


tangch= — T-T- 3 « a 3 cos 8 sin 9 cos 4- _;_. ( ] 

° sine—Aü 3 [sinc(i —3 cos a 9 ) —3cosccos0sinesin4] ’ w/ 

formule équivalente, en vertu des équations (4 ), à celle-ci : 


tang fi = —- cousin, cos y _ 

sin c — k a 3 ( sin c —3 cos 9 sin u sin v ) ’ ' ' 

de sorte qu en y mettant, à la place de cos 0 , sa valeur donnée 
par la première équation (4 )* tan g se trouvera exprimée en 
fonction des angles u et v. 

La déviation «h sera nulle quand l’aiguille sera située dans 
le plan du méridien magnétique, passant par le centre de A , 

plan pour lequel on a ^ = -j- vr ; elle sera égale et de signe 


contraire, à égale distance, à l’est et à l’ouest de ce plan , 
cest-à-dire, pour des valeurs de dont la somme est égale 
à 'Tjr. Concevons qu’on ait mené par le même centre quatre 
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autres plans perpendiculaires à celui du méridien magnétique 
et qui le coupent, conséquemment, suivant la ligne est- 
ouest ; dont le premier soit perpendiculaire à la direction du 
magnétisme terrestre, le second, parallèle à cette direction, 
le troisième, horizontal, et le quatrième, vertical. Pour le pre¬ 
mier de ces quatre plans, on aura 0 ni tt, et la déviation 

seia nulle en tous ses points comme dans le plan du méri¬ 
dien. Pour le second on aura -sp zz o ou ^ ■— 7r, selon que 
1 aiguille sera à lest ou à l’ouest du méridien : nous suppose¬ 
rons que ce soit le premier cas qui ait lieu , et alors nous aurons 


tan g == 


_ 3 k a 1 cos 9 sin 9 _ 

[ r J — kai( i —5 cos* 0 )] sine * 


( 7 ) 


Relativement au troisième plan , on aura u — * tt, cos 6 = 
sin c sin v, et, par conséquent, 


tang — 


3 k a* cosvsin v 
ri — ka > ( 1 — 3 sin 1 v) 


( 8 ) 


Enfin , par rapport au quatrième plan, nous aurons v — o, 
en supposant, pour fixer les idées, l’aiguille à l’est du méri¬ 
dien ; la première équation ( 4 ) se réduira à cos 6 zz: cos u cos c, 
et il en résultera 


tang = 


3 k rt 3 cos u sin u 
( ri —k a 5 ) tang c 


( 9 ) 


En comparant entre elles les formules (7) et (8), on voit 
que si Ion considère, dans les plans auxquels elles répondent, 
des positions de 1 aiguille également éloignées Je la ligne est- 


ouest, et pour lesquelles on ait, par conséquent, ôzz:~7r — v, 

les tangentes des déviations correspondantes seront entre elles 
dans le rapport constant de l’unité à sin c. 
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Observons encore que, quelle que soit ia position de la 
petite aiguille, lorsque sa distance r au centre de A sera 
très-grande par rapport au rayon a de cette sphère, tang ^ 
sera, à très-peu près, proportionnelle au cube de la fraction 

et à la quantité k dépendante de la matière de A. 


(30) La longueur de l’aiguille aimantée à laquelle on 
appliquera les formules que nous venons d’écrire, donnera 
lieu à une correction de ces formules dont il pourra être né¬ 
cessaire de tenir compte. Nous supposerons qu’il s’agisse 
d'une aiguille horizontale dans sa direction naturelle : pu 
calculera semblablement la correction relative aux aiguilles 
d’inclinaison. Soit 2 / sa longueur; désignons, comme précé¬ 
demment, par ^ et /, la déviation horizontale et le complé¬ 
ment de l’inclinaison qu’elle prendra, en vertu de l’action de A ; 
supposons que les coordonnées polaires r, ô et 4' répondent 
à son milieu, et soient r , 0 x et 4 t celles de son extrémité 
boréale : nous aurons 


cos b ~ 

1 1 

sin ô, sin 4, z: 


r cos 0 -+- / cos i 


SI II 


0 1 cos 4 t : 


r sin 0 sin 4, -+- / sin / cos 
r, 

r sin 0 cos 4, -4- /sin i sin <T 


(>°) 


r/~r 2 -H 2 r/[cosô cosi -h- sin ô sin i sin (J^-+-4) ] —1~ -, 


On obtiendra les composantes de la force totale qui agit en 
ce point, en mettant r /f 0, et 4,, à la place de r, ô et 4/, dans 
les expressions de » Ç ; et si l’on y change ensuite le 
signe de /, on aura les composantes de la force appliquée à 
l’autre extrémité de l’aiguille. Comme il ne s’agit ici que d’un 
calcul d’approximation, on pourra prendre ces deux points 
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extrêmes pour les deux pôles où le fluide libre est censé réuni; 
alors on aura 


tang ; 

Ç/ et étant les demi-sommes de ce que deviennent res¬ 
pectivement Ç' et Ç" aux deux extrémités de l’aiguille. 

Nous négligerons, dans le calcul de leurs valeurs, la qua¬ 
trième puissance du rapport de /à r, et le produit de son carré 
par le carré du rapport de à r 3 ; d’où il résulte que nous né¬ 
gligerons aussi les termes qui auront - *-*■/- cos / pour facteur, 
attendu que l’angle i, déterminé dans le n.° 28 , est tel, que 
son cosinus est une quantité de l’ordre de • De cette ma¬ 
nière , on trouvera que la valeur de tang pourra s’écrire 
ainsi : 

tang J' 1 = ( 1 — A), 

en faisant, pour abréger, 

A— [ 2 —cos2 -+-sin 2 ^tang 4 ' — 7sin z ôsin*(«JW.^)]. 


Pour tenir compte de cette correction , on calculera d’abord 


l’ongle sans y avoir égard , c’est-à-dire, en prenant 


pour sa tangente; puis on se servira de cette première valeur 
approchée, pour calculer la valeur de A; et enfin on multi¬ 
pliera la première valeur de tang par la quantité 1 — A, 
ce qui donnera la valeur corrigée de cette tangente. 


( 3 1 ) Il y aura encore une autre correction qu’on pourra 
faire subir à la valeur de l’angle «h; c’est celle qui dépend de 
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l’action exercée par l’aiguille aimantée sur la sphère A. Pour 
en calculer l’effet, il faut considérer les deux pôles comme des 
centres de forces extérieures que l’on comprendra dans la 
fonction V du n.° io. Nous supposerons donc qu’il y ait au 
dehors de A une aiguille horizontale dont la position soit 
connue, ainsi que l’action plus ou moins énergique de chacun 
de ses pôles, et nous ferons ensuite coïncider cette aiguille 
avec celle dont on veut déterminer la déviation produite par 
faction de A. 

Désignons par r J , 0 ^ et les coordonnées du pôle boréal 
de 1 aiguille qui agit sur A , rapportées aux centres de cette 
sphère, et par p m h z , l’action de ce pôle à une distance donnée 
h ; m étant, comme précédemment, la constante relative à 
l’action de la terre, et p, une autre constante positive, qui 
dépendra de la quantité de fluide libre appartenant à ce pôle. 
L’action du pôle austral, à la même distance h, devra s’ex¬ 
primer par —p m h z ; si, de plus, on désigne par r z , 0 a et ^ * » 
ses coordonnées polaires, la valeur de L relative aux actions 
réunies de ces deux pôles sur le point de A qui répond aux 
coordonnées quelconques r, 0 et sera 

y __ p m h 2 _ 

[ r* —2 r, r ( cos 9 j cos 0 sin 0 f sin 9 cos ( 4, f -J, ) )■-*- r a ] » 

_ p ?n h x 

[r a 2 — 2r,r( cos0 a cos 0 sin 0 a sin 0 cos ( ^ 3 — ^ ) ) -t-r 2 p 

Afin de ne pas trop compliquer les calculs, nous supposerons 
que l’aiguille soit à une distance de A telle, que l’on puisse 

négliger le carré et les puissances supérieures de — et — ■ 

r, r 2 

nous aurons alors simplement 

V= V 0 -brV t ; 
et les valeurs de V Q et V x seront 


«3 
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v ° = P mh ' — 

V,=p mh * -) cos 0 -+- (JisLiiïi. 

_ü!^£j sints i4 + ( 

) sinflcos ^] 


A raison de cette valeur de V , la quantité Z 7 du n.° 24 
renfermera, dans le cas de b — o, une partie 


y o h - r y, 



d’où il résultera une partie correspondante dans chacune des 
trois forces Ç, Ç', Par exemple, dans la troisième, cette 
partie sera 


, 2 / sin 0 , cos -J,, sin02cosj, a \ 3 A a » sin 0 cos >L 

l-TT-PT- ) + - -P- 21 V ' 


pmh*ka i ( sin 0 , cos 4 » sin 0 * cos -vj, 2 \ 

^ 7 ~ 7 % J* 


Le terme indépendant de a exprimera l’action directe des 
deux pôles de l’aiguille sur le point dont les coordonnées sont 
/*, ô et les deux termes^qui ont k a 3 pour facteur, repré¬ 
senteront l’action de A sur ce meme point, supposé en dehors 
de A : or , si nous appliquons maintenant cette force à 
l’aiguille même qui l’a produite, nous devrons faire abstrac¬ 
tion du premier terme; donc, en désignant par ce que 
devient la composante^" quand on tient compte de la correc¬ 
tion due à l’action de cette aiguille sur A , on aura 


L 





y. h W, 5 pm h x k a 3 sin 0 cosX V( cos 0 x cos0 2 \ a 

C ■ = ? - 1 —^—— Ll^T -- ^r-) cose 

( sin 9, sin J, j sin 0 2 si-n X 2 \ . a . i 

-—— 1 -— 2 J sin y sin 4' 

, / sin 0, cosX, sin0 2 cosX 2 \ . A .1 

-+- ^- — 2 -—-J sin 0 cos 4 / J 

pmh^kai t sin 0 j cos-vj, r sin 0 2 cos ^ 2 \ 

r i \ r\ VK j' 

H y faudra mettre à la place de r,, ô , et 4 ^. » leurs valeurs 
tirées des équations ( io) du numéro précédent, et au lieu de 
r z , ô a et 4^» ce que deviennent ces valeurs quand on y 

change le signe de /.* en négligeant le cube de — , et regar¬ 
dant, comme dans ce numéro, l’angle i comme droit, on 
trouve, toute réduction faite, 

C"i — — — F — nh ^ . J! a ( j sin 2 0cos4 / *sîn(«bH-4^)-+-sin<b). 

On formerait de même la valeur corrigée de 1 ; mais on 
n’aura pas besoin de la connaître pour avoir celle de tang cb, 
si Ion néglige dans celle-ci le produit de la correction par 

le carré de -^7- : on aura alors simplement 


où il suffira de mettre pour Q sa valeur non corrigée; ce qui 
donnera 

Æ a J [ 3 s in 0 cos 0 cos ^ h s ' nI 0 cos X sin (/ s j n J\ ] 


tang X = - 


r 3 sine — Afl 3 [sinc( 1 — 3 cos 1 0 ) — 3 coscsin-0 cos0sin4/] *’ 


On déterminera la valeur de p, relative à l’aiguille dont 
on fera usage, par différens moyens faciles à imaginer. Par 
exemple, si l’on place dans le prolongement de l’aiguille 
donnée, à une distance h de son milieu, et du côté de son 


SUR LA THÉORIE DU MAGNETISME. 85 

pôle boréal, une autre petite aiguille horizontale, dont la 
réaction sur la première soit insensible, et si l’on suppose la 
distance h assez grande par rapport à /, pour qu’on puisse 

négliger le cube de -jr-, l’action de l’aiguille donnée sur un 

point quelconque de la petite aiguille sera égale à - ; elle 

s ajoutera à la composante horizontale m sin c de l’action de 
la terre : par conséquent, si l’on désigne par 11 le nombre d’os¬ 
cillations que la petite aiguille fait en vertu de cette dernière 
action, et par n le nombre qu’elle exécute en vertu des deux 
forces réunies, les carrés de ces nombres seront en raison di- 

rectedes forces correspondantes m sin c et m sin H — ‘ • ; 

h 

en sorte que l’on aura 

n 1 ( sin c -h j = n ' 1 sin c; (12) 

d’où l’on tirera la valeur de Mais, dans les expériences 

qu’on pourra faire par la suite sur la déviation des aiguilles 
aimantées , il vaudra mieux, pour simplifier les calculs et di¬ 
minuer les chances d’erreur, employer des aiguilles d’un très- 
petit diamètre, dont la réaction sur le corps qui les fait dé¬ 
vier, soit sensiblement nulle. 

(32) M. Barfow, professeur à Woofwich, a publié, fan 
dernier, un ouvrage sur le magnétisme (*), dans lequel on 
trouve les résultats d’un grand nombre d’expériences qu’il a 
faites sur les déviations de la boussole produites par l’influence 
d’une sphère pleine ou creuse, aimantée par faction du globe 
terrestre. Ayant successivement soumis la même aiguille à 
faction de deux sphères de dix pouces anglais de diamètre, 

(*) An Essay on magnetic attractions, second édition; London, 
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formées Je la meme matière, Tune entièrement pleine, ét 
1 autre creuse, et celle-ci pesant les trois quarts de la première, 
il a reconnu que, dans la même position, la déviation de l’ai¬ 
guille était égale pour ces deux corps; il a ensuite vérifié que 
cette égalité, à laquelle il était loin de s’être attendu, subsis¬ 
tait pour des sphères pleines ou creuses de même surface, tant 
que l’épaisseur des sphères creuses surpassait une certaine 
limite qu’il a fixée à un trentième de pouce; et à cette limite 
il a trouvé que la déviation de l’aiguille produite par la sphère 
creuse de dix pouces de diamètre était réduite aux deux tiers, 
à peu près , de la déviation correspondante à une sphère pleine 
de même dimension. M. Barlow a cru pouvoir conclure de 
ce fait important, que le magnétisme résidait à la surface des 
corps aimantés, ou que, du moins, il ne pénétrait pas dans 
leur intérieur, au-delà de la limite que nous venons de citer. 
Mais cette conclusion ne résulte pas nécessairement du fait 
observé : elle prouve seulement que , dans la matière des 
sphères que M. Barlow a employées , la quantité que nous 
avons désignée précédemment par k, est très-peu différente de 
l’unité. Si elle était rigoureusement égale à un, l’action de la 
sphère creuse serait la même que celle de la sphère pleine, 
quelque petite que fût son épaisseur ( n.° 25 ); mais, si k 
diffère un tant soit peu de l’unité, il y aura toujours une 
épaisseur assez petite pour que la déviation produite par la 
sphère pleine soit à la déviation due à la sphère creuse, dans 
tel rapport que l’on voudra. En effet, ces déviations sont à 
peu près entre elles comme k est à la fraction 

(a 3 — b'){ i+k)k 

a' ( 1 A ) — zk 2 b 5 * 

par laquelle on doit remplacer cette quantité, dans le cas de 
la sphère creuse dont l’épaisseur est a — b , et le rayon exté¬ 
rieur égal à a (n.° 28 ) ; or, si Ion veut, par exemple , que la 
déviation produite par la sphère creuse soit les deux tiers de 
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l’autre déviation, quand on a a — b = , comme 

M. Barlow l’a observé, il suffira de supposer qu’011 ait à peu 
près k — 1 — _L_. p our cette va leur j e {es déviations 

produites, soit par la sphère creuse, soit par la sphère pleine, 
ne diffèrent 1 une de 1 autre que d’environ un centième, quand 
le volume de l’une est les trois quarts de celui de l’autre , ou 

quand on a a 3 — b 3 = — a 3 , en sorte qu’on a pu croire 

qu elles étaient les mêmes dans les deux cas. 

Les sphères dont M. Barlow a fait usage, étaient formées 
d une espece de fer fondu , danslequel la force coercitive avait 
apparemment peu d’intensité; car l’ensemble des expériences 
ne paraît pas indiquer que ces corps eussent acquis un degré 
notable de magnétisme fixe. L’aiguille de boussole qu’il a sou¬ 
mise à leur action, avait six pouces anglais en longueur; et 
quoique l’auteur ne fasse pas connaître la mesure exacte de 
1 intensité magnétique de ses pôles , il dit cependant que leur 
puissance était très-énergique. Nous ne pouvons donc pas 
négliger, dans le calcul des déviations de cette aiguille, les 
corrections dues à sa longueur et à sa réaction’sur la sphère 
aimantée, sur-tout dans les cas où l’aiguille a été le plus rappro¬ 
chée de la sphère, et où la distance de son milieu au centre 
de ce corps n’était que de douze pouces, c'est-à-dire, seule¬ 
ment quadruple de sa demi-longueur. A la vérité, M. Bar- 
iow annonce qu’ayant placé successivement dans’ le même 

point le milieu de l’aiguille de six pouces, et celui d’une 
petite aiguille d un demi-pouce en longueur, il n’a pas observé 
de difféience entre leurs déviations; ce qui ferait penser que 
les deux corrections dont nous parlons, dont l’une a pour effet 
d augmenter la déviation, et l’autre, de la diminuer, se seraient 
à peu près compensées. Mais nous avons lieu de croire que 
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celte compensation a été très-imparfaite; car, en calculant les 
déviations de l’aiguille, sans avoir égard à la double correc¬ 
tion due à sa longueur et à sa force magnétique, les différences 
que Ion trouve entre le calcul et l’expérience , sont trop 
grandes pour être attribuées en entier aux erreurs des obser¬ 
vations. 

(33) Pour en donner un exemple, prenons cette expé¬ 
rience de M. Barlow : le milieu de l’aiguille était placé dans le 
plan qui répond à = o , et auquel se rapporte l’équation ( 7) 
du n.° 29 ; on avait Ô zzz 46° 38 le rayon a de la sphère 
~ (*), la distance r du milieu de l’aiguille à son centre 

= 1 2 p , l’angle c ou le complément de l’inclinaison magné¬ 
tique ~ 19 0 30^; en substituant ces valeurs dans l’équation 
(7), et faisant k — 1 , ce qui est la plus grande valeur qu’on 
puisse supposer à cette quantité, on trouve <b = 32 0 38 : or 
M. Barlow a trouvé cette même déviation égale à 36° 1 5 , 
l’aiguille étant placée, soit à l’est, soit à l’ouest du méridien 
magnétique. La différence entre ces deux valeurs de eb, qui 
s’élève à 3 0 37 ', ne saurait être due en entier aux erreurs de 
l'observation. O11 ne peut pas non plus l’attribuer à une erreur 
dans l’évaluation de l’angle 9 ; car, cet angle étant peu différent 
de 45°» ü faudrait le faire varier de plusieurs degrés, pour 
produire un seul degré de variation dans l’angle «b, qui est alors 
très-près de son maximum. J1 y a donc lieu de penser quelle 
est due, en grande partie, à la longueur et à la réaction de 
l’aiguille , dont on n’a pas tenu compte dans le calcul; mais, 
pour effectuer la correction relative à la réaction de l’aiguille, 
il serait nécessaire de connaître la valeur de la quantité p, 
qui se rapporte à la boussole employée dans l’expérience , 


(*) Toutes les»longueurs que nous citons d’après M. Barlow, sont expri¬ 
mées en pouces anglais. 
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laquelle quantité est comprise dans le second membre de 
1 équation ( 1 1 ), ou dans la valeur corrigée de tang JV 

Cette valeur de p ne nous étant pas donnée, on pourrait 
réciproquement essayer de la déduire de l’équation ( 11 ), en 
y mettant pour cA la déviation observée : si l’on a égard en 
même temps à la correction indiquée dans le n.° 30 , on trouve 
que, pour satisfaireà cette équation , en faisant ^=13 6° 1 5', 
et supposant toujours k == r , a — 6 , r = 1 2 , / — 3 , 
ê — 46° 38,4^ = o, il faudrait qu’on eût p rrr 0,436 , la 
distance arbitraire h étant quadruple de l, ou égale à un pied 
anglais. Pour ces valeurs de p et de h, le rapport des nombres 
d’oscillations n et n du n.° 31 serait égal à 1,52; en sorte 
que l’action de la boussole devrait être telle, qu’à un pied de 
distance de son milieu , elle fût capable d’augmenter la vi¬ 
tesse d’une petite aiguille oscillante, dans le rapport de 3 à 2 
à peu près; ce qui ne serait aucunement invraisemblable. Mais, 
en employant d’autres expériences de M. Bariow pour déter¬ 
miner cette quantité p , on trouve des valeurs très-inégales , et 
quelquefois doubles ou triples de la précédente ; d’où Ton doit 
conclure que le degré d’exactitude de ces observations n’est 
pas assez grand, pour qu’elles, puissent servir à évaluer fa 
quantité/?, non plus que la quantité qui paraît devoir être 
très-petite, dont la valeur de k est moindre que l’unité : on v 
parviendrait peut-être par la méthode des équations de con¬ 
ditions , en employant à-Ia-fois toutes ces observations; ce 
qui exigerait de très-longs calculs, que je n’ai pas dessein 
d’entreprendre. 

Relativement aux expériences du même physicien, où la 
distance du milieu de l’aiguille au centre de la sphère a été de 
quinze pouces et au-delà , les déviations calculées , en faisant 
abstraction de la longueur et de la force de l’aiguille , et suppo¬ 
sant k nr 1 , sont toujours plus petites que les déviations 
observées , et elles en diffèrent souvent d’un degré et quelques 
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minutes. Ces différences constamment de meme signe ne sont 
pas dues aux erreurs des observations; néanmoins elles ne 
s’observent que dans la comparaison des grandeurs absolues 
des déviations : les lois de variation que les déviations suivent 
dans le changement de position des aiguilles , s’accordent 
entre elles, soit qu’on les déduise de la théorie, soit qu’on les 
conclue de 1 observation ; et en cela, les nombreuses observa¬ 
tions de M. Barlow sont une confirmation remarquable de la 
théorie du magnétisme qui fait l’objet de ce Mémoire. 

(] 4 ) Nous terminerons par une remarque qui ne sera pas 
sans utilité dans la pratique. Les formules relatives aux dévia¬ 
tions des aiguilles horizontales et à la durée de leurs oscilla¬ 
tions , en présence d’une sphère aimantée par l’action de la 
terre, renferment explicitement l’angle c qui exprime le com¬ 
plément de l’inclinaison magnétique, dans le lieu et à l’ins¬ 
tant de l’observation : si donc la déviation d’une aiguille de 
boussole ordinaire , ou le nombre de ses oscillations dans 
\ unité de temps, nous était donné par l’expérience, ces for¬ 
mules pourraient servir réciproquement à déterminer l’angle c, 
de manière que la direction de l’aiguille d’inclinaison se trou¬ 
verait déduite de la seule observation de l’aiguille horizontale ; 
ce qui pourrait être préférable à l’observation directe de cette 
inclinaison. 

Pour fixer les idées, supposons qu’on veuille employer à 
cet usage 1 observation des angles de déviation horizontale. En 
mettant dans l’équation (6), à la place de cos ô, sa valeur, 
et la résolvant par rapport à tang c, on en conclut 


3 j 

f COS V ^ 

| sin u cos u 

r J ' 

t\ sin v 

[ tangj\ j 

ka* ika 1 j 

1 COS V 

* sin v j 

| sin 2 u sin v 

r ? 

r* 1 

V tang<T ~ 


tang c = 
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Lors donc que l’on connaîtra le rapport -f du rayon <7 de la 

sphère à la distance du milieu de l’aiguille à son centre, 
1 angle „ que la droite qui joint ces deux points fait avec la 
verticale, I angle v compris entre la projection horizontale de 
cette ligne et la perpendiculaire à la direction naturelle de la 
boussole horizontale, l’angle compris entre cette direction 
naturelle et la direction déviée par l’action de la sphère et 
enfin a quantité k relative à la matière de la sphère, cette 
formule donnera immédiatement l’angle c. Il faudra que la 
sphere soit en fer forgé, afin que la force coercitive soit nulle, 
comme le suppose cette formule. On placera le milieu de 
1 aiguille horizontale aussi près que l’on pourra du plan ver- 
me "lP ar ,e centre d e cette sphère, et de manière que 
I angle u différé peu de 4 5» : ce sera la position dans laquelle 
une erreur sur la mesure des angles * et v aura le moins 

d influence sur la valeur calculée de l’angle c. L’aiguille hori¬ 
zontale devra être d’un très-petit diamètre, afin quelle ne 
reagisse pas sensiblement sur la sphère qui la fait dévier. 
Louant a sa longueur, on aura facilement égard à la correc¬ 
tion à laquelle elle donne lieu, en mettant, dans la formule 
précédente, à la place de tang la tangente de l’angle 
observé, divisée par 1 — A. Il est vrai que la valeur de A, 
donnée dans le n.° 30, contient implicitement l’anglecqu’on 
veut déterminer; mais il suffira d’avoir une valeur approchée 
de cet angle, pour calculer celle de la quantité A. 

La formule précédente sera sur-tout très-utile pour faire 
découvrir les variations diurnes de l’aiguille d’inclinaison , s’il 
en existe. En effet, supposons que l’on ait observé à deux 
instans differens la déviation de l’aiguille horizontale, produite 
par la même sphère, et dans la même position de l’aiuuille; 
soient S 'la déviation au premier instant, et <b' sa valeur ob¬ 
servée a la seconde époque; appelons cetc lescomplémens de 
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l’inclinaison magnétique aux mêmes instans ; représentons par 
v — ol et v -h et, les valeurs correspondantes de l’angle que 
nous avons désigné plus haut par v , en sorte que 2 cl soit la 
quantité dont la direction naturelle de la boussole horizontale 
sest rapprochée de l’est, dans l’intervalle de la première à la 
seconde observation; les autres quantités k , a, r, u, contenues 
dans l’équation précédente, n’auront pas varié : si donc on 
forme d’après cette équation les valeurs de tang c et tang c', 
et qu’on en prenne ensuite le rapport, on aùra 

tang c ’ / cos ( v-+- cl ) — sin ( v-*- a ) tang /' 

' tang c \ cos (v — a ) — sin ( v— a) tang / / * 

en faisant, pour abréger, 


1 

r,_J^ 

L >•> i 

xk a* 

| tang/'--— [005(1/—a)—sin(j'-r-a) tang /] sin 2 zzsin (j> — cl ) 

1 

\ «•> ) 

| tang/'-— [cos(i/+a)—sin (i/ + a)tang/'] sin* zz sin(z--+-<*) 


Vu la petitesse de l’angle cl, cette formule se réduira à 

tang c ' [ cos ( v a. ) — sin ( v -t- a. ) tang / ' ] tang / 

tang c [ cos ( v — a) — sin ( v — a ) tang / ] tang /' 1 

quand on aura eu soin de prendre l’angle v aussi très-petit, et 
que la distance r sera assez grande par rapport à a pour qu’on 

puisse négliger les produits sin (v — et) et -~sin (v-j-ct). 

Elle aura alors l’avarttage d’être indépendante de la quantité k 
et de la grandeur du rayon a de la sphère; mais, pour plus 
d’exactitude, il faudra toujours faire subir aux quantités tang 
et tang la correction relative à la longueur de l’aiguille, 
qui consistera à diviser chacune de ces tangentes par la valeur 
correspondante de i — A, comme nous l’avons dit plus haut. 
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L e premier Mémoire sur cette matière que j’ai lu à l’Aca- 
démie, il y a près d’un an, renferme une exposition très- 
développée des principes qui servent de base à l’application 
de l’analyse mathématique à cette partie importante de la 
physique : ces principes sont des hypothèses auxquelles on 
est conduit par la considération des faits les plus géné¬ 
raux du magnétisme, et qui se trouvent ensuite vérifiées par 
la comparaison des résultats du calcul à ceux de l’expérience. 
L’analogie que l’on remarque entre les attractions et répul¬ 
sions magnétiques, et les actions mutuelles des corps élec¬ 
trisés , nous porte d’abord à attribuer ces phénomènes, pour 
le magnétisme comme pour l’électricité, à deux fluides dont 
chacun attire les molécules de l’autre, et repousse avec la 
même force ses propres particules; mais on reconnaît bien- 
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tôt que ces fluides impondérables ne doivent pas être disposés 
dans les corps susceptibles d’aimantation par influence , 
comme iis le sont dans les corps conducteurs de i’électricité. 
Dans ceux-ci, les deux fluides électriques, dès qu’ils sont 
séparés l’un de l’autre , se portent à la surface , et iis peuvent 
passer en toute quantité d’un corps dans un autre. Il n’en 
est pas de même à l’égard des deux fluides boréal et austral : 
ces fluides ne sortent jamais des plus petits corps auxquels 
iis appartiennent, quelque puissantes que soient les forces 
qui-produisent l’aimantation ; d’où l’on a conclu que, dans 
• : ^’intérieùr des corps aimantés, les deux fluides magnétiques 
n’éprouvant que des déplacemens insensibles, qui suffisent 
- ' 3 , néanmoins pour rendre sensible au dehors la différence de 
•... Je miction , répulsive pour l’un et attractive pour l’autre. J’ai 
nommé, dans mon premier Mémoire, élémens magnétiques d’un 
corps, les espaces extrêmement petits par rapport à son vo- 
Jume entier, dans lesquels les fluides boréal et austral peu¬ 
vent se mouvoir séparément; je n’ai fait aucune supposition 
particulière sur leur forme ni sur leur disposition respec¬ 
tive, et je les ai considérés comme isolés les uns des autres 
par des intervalles imperméables au magnétisme. D’après 
cette manière d’envisager la constitution intime des aimans, 
la somme des élémens magnétiques qu’ils contiennent , est 
une fraction de leur volume, qui peut varier dans les diverses 
substances susceptibles d’aimantation , et dépendre' aussi de 
la température; ce qui explique comment deux corps de 
même forme , mais de différentes matières , ou pris à des 
degrés de chaleur differens, peuvent exercer, sous l’influence 
des mêmes forces, des actions magnétiques d’intensités très- 
inégales. 

En partant de ces principes, que je ne rappelle ici que 
très-succinclement, j’ai formé, dans le premier Mémoire, les 
équations qui renferment, pour tous les cas, les lois de la 
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distribution du magnétisme dans l’intérieur des corps aiman¬ 
tés par influence, et celles des attractions ou répulsions qu’ils 
exercent sur des points donnés de position. Ce n’est plus 
maintenant qu’une question d’analyse, de résoudre ces équa¬ 
tions pour en déduire des résultats comparables à l’expérience; 
mais cette résolution 11’est possible que dans un nombre de 
cas très-limité, eu égard aux differentes formes des aimans. 
Celui que j’ai pris pour exemple dans le premier Mémoire, 
et qui admet une solution complète, est le cas d’une sphère 
pleine ou creuse, aimantée par des forces dont les centres 
d’action sont distribués d’une manière quelconque, au dehors 
ou dans son intérieur. En réduisant ces forces à une seule, 
à l’action magnétique de la terre, les formules qui contien¬ 
nent cette solution deviennent très -simples ; on en déduit 
sans difficulté la déviation d’une aiguille de boussole , pro¬ 
duite par le voisinage d’une sphère ainsi aimantée par l’in¬ 
fluence de la terre. Cette déviation varie avec les distances 
du milieu de l’aiguille au centre de la sphère, au plan du 
méridien magnétique passant par ce centre, et au plan mené 
par le même point perpendiculairement à la direction du 
magnétisme terrestre. Les lois de ces diverses variations, don¬ 
nées par le calcul, s’accordent avec celles que M. Barlow , 
professeur à Woolwich, a conclues d’une nombreuse suite 
d’expériences qu’il a faites sur ce sujet. Le calcul rend aussi 
raison d’un fait très-remarquable, observé par M. Barlow, et 
relatif à l’action magnétique d’une sphère creuse. Ce physi¬ 
cien a remarqué que cette action ne varie pas sensiblement 
avec 1 épaisseur du métal, du moins quand cette épaisseur 
n’est pas très-petite, et n’atteint pas une limite qu’il a fixée à 
environ un trentième de pouce, sur une sphère de dix pouces 
anglais de diamètre; d’où il a cru pouvoir conclure que le 
magnétisme se tient à la surface des corps aimantés , et qu’il 
ne les* pénètre pas au-delà d’une très-petite profondeur : mais 
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un calcul fondé sur la distribution des deux fluides dans toute 
la masse des aimans montre que, conformément à l’expé¬ 
rience, faction d’une sphère creuse est à très-peu près indé¬ 
pendante de son épaisseur, tant que le rapport de celle-ci au 
rayon n’est pas une très-petite fraction qui peut changer de 
valeur avec la matière et la température de la sphère. 

Cet accord remarquable du calcul et de l’observation four¬ 
nit déjà une confirmation importante de l’exactitude de notre 
analyse et de la théorie sur laquelle elle est fondée. Cepen¬ 
dant on pourrait desirer que cette théorie fût soumise a des 
épreuves encore plus variées ; et, dans cette vue, j'ai cher¬ 
ché s’il ne serait pas possible de résoudre les équations géné¬ 
rales du premier Mémoire, en les appliquant à des corps qui 
n’eussent pas, comme la sphère, une forme constante. J ai 
trouvé qu’en effet ces équations peuvent être résolues très- 
simplement, dans le cas d’un ellipsoïde quelconque, pourvu 
-que la force qui produit son aimantation soit constante en 
grandeur et en direction dans toute son étendue ; ce qui a 
lieu, par exemple, à l’égard du magnétisme terrestre. Cette 
solution est l’objet du premier paragraphe du Mémoire que 
je présente aujourd’hui à l’Académie. 

Après avoir donné les formules relatives à un ellipsoïde 
dont les trois axes ont entre eux des rapports quelconques, 
j’ai spécialement considéré les deux cas extrêmes où ce corps 
est très-aplati, et où il est, au contraire, très-alongé. Un 
ellipsoïde très-aplati peut représenter une plaque dont l’épais¬ 
seur varierait très - lentement près du centre , et décroîtrait 
depuis ce point jusqu’à la circonférence : son action sur des 
points peu éloignés de son centre doit être sensiblement la 
même que celle de toute autre plaque d’une épaisseur cons¬ 
tante et d’une très-grande étendue. De même, un ellipsoïde 
très-alongé est à très-peu près , dans la pratique, une aiguille 
ou une barre dont le diamètre décroît depuis son milieu 
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jusqu a ses extrémités, en variant d’abord très-lentement, et 
son action sur des points voisins de son milieu doit très-peu 
différer de celle d’une barre dont le diamètre serait constant 
et très-petit par rapport à sa longueur. 

Lors donc que les physiciens auront observé les actions 
d’une barre, ou d’une plaque aimantée par l’influence de la 
terre, sur des points très-rapprochés du milieu ou du centre 
de ces corps, on pourra comparer, sous ce nouveau point de 
vue, la théorie à l’observation. Afin de faciliter cette com¬ 
paraison, j’ai eu soin d’énoncer dans mon Mémoire les con¬ 
séquences principales du calcul qui mériteraient le plus d’être 
vérifiées par l’expérience. 

Le second paragraphe de ce Mémoire est relatif à des 
questions curieuses en elles-mêmes, mais sur-tout impor¬ 
tantes par le jour que leur solution peut jeter sur un procédé 
imaginé par M. Bariow, que l’on emploie à bord des vais¬ 
seaux, pour détruire les déviations de la boussole, dues aux 
masses de fer dont çlie est environnée et qui sont aimantées 
par l’influence magnétique de la terre (*). 

§. I. cr 

Application des Formules générales du Magnétisme au cas 
d'un Ellipsoïde quelconque . 

(1) J’ai démontré, dans mon premier Mémoire sur cette 
matière (n.° 20), que faction d’un corps homogène aimanté 
par influence, sur un point extérieur, est équivalente à l’ac¬ 
tion d’une couche de fluide libre, d’une très-petite épaisseur, 
qui recouvrirait la surface de ce corps dans toute son étendue. 


(*) Voyez, relativement a ce procédé, f ts Annales de physique et de chimie, 
janvier 1825. 
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L’épaisseur de cette couche en un point quelconque , et la 
nature du fluide libre, boréal ou austral, qui doit s’y trouver, 
dépendent de la forme du corps et des forces magnétiques 
dont l’action produit son état d’aimantation. J’ai trouvé, pour 
déterminer cette épaisseur variable, des formules générales 
que je vais d’abord rappeler. 

Soient x, y, £, les trois coordonnées rectangulaires d’un 
point quelconque A 4 ; et désignons par <p une fonction quel¬ 
conque de ces trois variables qui satisfasse à l’équation : 


d 2 <p 
dx * 


d 3, <p 
d y* 



Supposons que ce point A 4 appartienne au corps aimanté 
que nous considérons. Ce corps, que nous appellerons A 
pour abréger, est soumis à l’action d’un ou de plusieurs ai- 
mans : soit V la somme des particules de fluide libre que 
^ces aimans contiennent , divisées par leurs distances respec¬ 
tives au point A4 et regardées comme positives ou comme 
négatives, selon quelles sont boréales ou australes; les trois 
différences partielles 

d V d V d V 
~dV 9 ~dy~ ' d z * 

seront, comme on sait, les composantes de l’action totale de 
ces mêmes aimans sur le point A 4 , parallèles aux axes des 
x, y, i; et, la particule magnétique sur laquelle elles agissent 
enjce point, étant supposée australe, elles tendront à aug¬ 
menter ou à diminuer les coordonnées x, y, g, de ce point 
M, selon que les valeurs de ces forces seront positives ou 
négatives : le contraire aurait lieu , si le fluide du point M 
était boréal. : ; 

Soit M' un point quelconque de la surface de A ; x, y , 
l t ses coordonnées rectangulaires , rapportées aux mêmes 
axes que x, y, i; E' une fonction de y, z, qui représen- 
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tera 1 épaisseur normale au point M' de la couche magné¬ 
tique que nous vonions connaître, regardée comme positive 
ou comme négative, selon que ie fluide en ce point M' sera 
boréal ou austral, et multipliée par sa densité; ï, m, n, les 
angles que fait la partie extérieure de la normale en M', avec 
des droites parallèles aux axes des x, y, -Y, et dirigées dans le 
sens des coordonnées positives ; <p' ce que devient la fonction 
<P quand on y met x, y, à la place de y, enfin k une 
constante dépendante de la matière de A, et exprimant le 
rapport de la somme des voIumes~de ses élémens magnétiques 
à son volume entier. On aura, d’après toutes ces notations, 


, cos /' - 


ce qui fera connaître l'épaisseur E ' quand la fonction <p' : 


Soit encore où l’élément différentiel de la sqrface de A , 
correspondant au point M', et/ la distance de M' au point 
M , en sorte qu’on ait 


= — x’y -H ( 7 -^/ r -t- (e —z Y- 

Pour déterminer l’inconnue <p , il faudra joindre à l’équa¬ 
tion (1), celle-ci : 


dans laquelle l’intégrale devra s’étendre à la surface entière 
de A : la quantité tt représente, à l’ordinaire, le rapport de 
la circonférence au diamètre. 


(2) Si le point M est situé au-dehors de A; que l’on 
fasse, pour abréger, * 



et que Ion désigne par X, Y, Z, les composantes de l’action 





8 SECOND MÉMOIRE 

totale de A sur le point M , ou de l’action équivalente de la 
couche dont l’épaisseur est E' sur ce même point , suivant 
les coordonnées x, y, z» on aura 




L'intégrale que Q représente ne sera pas la même fonc¬ 
tion de x,y,-z, dans ces formules et dans l’équation (2), à 
cause que, dans l’un des cas, le point M est extérieur, et 
que, dans l’autre, il est situé dans l’intérieur de A. Il faut 
aussi observer que l’équation (2) ne subsiste plus, quand le 
point M est à la surface même de A, ou quil nen est e 01- 
gné que d’une distance insensible relativement aux dimen¬ 
sions de ce corps : l’action exercée sur un point quelconque 
par les élémens magnétiques très-voisins de cette surface de¬ 
meure inconnue , et l’on en fait abstraction dans le calcul de 
, l’action totale de A sur un point extérieur, déterminée par 
les équations (3); ce qui ne peut, au reste, donner leu 
aucune erreur sensible. 

Le point M étant intérieur, la fonction Q fera connaître 
1 la direction d’une petite aiguille aimantée, dont l’action sur 
les points sensiblement éloignés de M équivaudrait a celle 
de l’élément magnétique situé en ce point : les cosinus des 
angles de cette direction avec les axes des x , y, z> seront 
respectivement 

l d <p 1 d * d 9 . 

~d> T2T ■ <t> d Z ’ 


d) représentant la racine carrée de 


dx * dy d Z 

et la quantité de fluide, soit boréal, soit austral, qui devrait 
être concentrée à chaque pôle de cette aiguille, sera propor¬ 
tionnelle à cette fonction <t> ( premier Mémoire, n.° 5 4 et 20). 
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Le sens et l’intensité de i’aimantation en chaque point de A, 
ou ce qu’on peut appeler la distribution du magnétisme dans 
son intérieur, seront ainsi indiqués par les valeurs de ces 
quantités, quand la valeur de (p sera connue en fonction de 

7 » Z- 

(3) Ces*divers résultats, tirés de mon premier Mémoire 
sur le magnétisme, conviennent à un corps homogène de 
forme quelconque , aimanté par des forces aussi quelconques. 
On a vu, dans ce Mémoire, que l’équation (2) se résout d’une 
manière complète, lorsque ce corps est une sphère , quels 
que soient d’ailleurs le nombre et la disposition des aimans 
qui agissent sur ses deux fluides; nous allons montrer main¬ 
tenant qu’on peut encore résoudre cette équation, en prenant 
pour A un ellipsoïde quelconque, mais en supposant en 
même temps que les forces qui produisent son état d’aiman¬ 
tation, émanent de centres assez éloignés de ce corps pour 
qu’on puisse les regarder comme constantes en grandeur et en 
direction dans toute son étendue. 

L'origine des coordonnées étant au centre de cet ellip¬ 
soïde, soit 



l’équation de sa surface, dans laquelle a, b, c, sont les lon¬ 
gueurs de ses trois demi-axes. Nous aurons, par les formules 
connues, 

cos l '== N b 1 c x x, cos m zzz N a 1 c % y, cos ri = Na* b 1 
en faisant, pour abréger, 

N — -L--- 

( b* c* x' 2 -+. a * c*/ 2 -t -a* b* 1 2 )* 

De même, si l’on désigne par r le rayon vecteur mené du 
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centre au point M', et par -sr' l’angle compris entre le pro¬ 
longement de ce rayon et la partie extérieure de la normale 
en ce point, on aura 

cos / sr zzz —r- cos ï H——,— cos m ' -\—cos n ' ; 

r r r 

expression équivalente à celle-ci : 

/ A7 a 2 b 2 c 2 

cos / sr — /V--— , 

r 

en vertu de l’équation de la surface. 

Pour que les forces comprises dans la fonction V soient 
constantes en grandeur et en direction, il faut que la valeur 
de cette quantité ait cette forme : 

V — cLX-\~P>y^-yi; 

cL > fi y y y étant trois constantes qui exprimeront les compo¬ 
santes suivant les axes des x, y, £, de la force appliquée au 
point quelconque AI , lesquelles composantes tendront à 
augmenter ou à diminuer ies coordonnées d’une particule 
australe, située en ce point, selon qu’elles seront positives 
ou négatives. On satisfait à l’équation (i) par une valeur de 
de la même forme, savoir : 

<P = di / x -4— fi t y y / £ ; 

«v fi,> y,t étant aussi des coefficiens constans ; et comme 
cette fonction linéaire de x, y, est la solution la plus 
simple de l’équation (i), il est naturel d’essayer d’abord si , 
dans le cas que nous examinons, cette valeur de ne peut 
pas satisfaire en même temps à l’équation (2), en déterminant 
convenablement les constantes , fi, > 7 ^ d’après les valeurs 
données de au, fi, y. 

( 4 ) En joignant cette expression de <p aux valeurs précé¬ 
dentes de cos r, cos m', cos n , on aura 
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E' — kN[b x c l X <L t -f- a x c x ÿ (Z t a*b x z y t ), ( 5 ) 

pour l’épaisseur normale de la couche magnétique du point 
A 4 ; et si l’on désigne par E / son épaisseur inclinée suivant le 
rayon vecteur r , en sorte qu’on ait E' — E t cos -ar', il en 
résultera 

E , = * (&* c x a -4- a c'y'fi H— a E {y / ) r y - • 

Multiplions cette valeur par une quantité «h que nous suppo¬ 
serons infiniment petite, et faisons 

kcL / ^ = <x!, kfi^—fi, ky^ — y’; 
nous aurons 

E , ^ == ( b% c1 *' H- a ' c'y fi -4- a b' z y ) ~ hx * 

Or on peut prouver que cette expression de E «h est-l’épais- 
seur infiniment petite d’une couche comprise entre deux sur¬ 
faces d’ellipsoïdes, dont l’une serait celle de l’ellipsoïde don¬ 
née A , et l’autre aurait ses axes égaux et parallèles à ceux 
de la première surface , et n’en différerait que par la position 
de son centre, les coordonnées de ce point, rapportées au 
^centre et aux axes de A, étant <*/, fi, y'. Admettons donc 
cette proposition, qui sera démontrée dans le numéro suivant. 
L’action de la couche dont l’épaisseur est E t ^ sur le point 
quelconque A 4 , sera la différence des actions que les deux 
ellipsoïdes entiers exerceraient sur le même point : mais, la loi 
de l’attraction étant la raison inverse du carré des distances, 

1 action dun ellipsoïde homogène sur un point intérieur se 
décompose en trois forces parallèles à ses axes et respective¬ 
ment proportionnelles aux coordonnées de ce point, rappor¬ 
tées à ces mêmes droites; relativement à l’ellipsoïde A, les 
composantes de son action sur le point intérieur A 4 dont les 
coordonnées sont*, y, z, auraient donc pour expressions : 
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Cx, C'y, C" % ; 

C, C', C", étant des coefficiens qui ne dépendent que des 
demi-axes a , b, c, et qui resteront les mêmes, par consé¬ 
quent, par rapport au second ellipsoïde. Les coordonnées 
du point M rapportées à son centre et à ses axes, seront 

x — aJ, y —fi', z — y'; 

les composantes de faction de ce corps auront donc pour 
valeurs : 

C[x — a,'), C[(y—( 3'), C n (z—y'). 

Si fon en retranche les précédentes, on aura 

-r- C ou ', — C'/ 3 ', — C"y', 

pour les composantes relatives à faction de la couche dont 
l’épaisseur est E t JV Si donc on remet à la place de a! , fi', y , 
fleurs valeurs, et que fon supprime le facteur ^ , on aura les 
composantes relatives à faction de la couche dont l’épaisseur 
inclinée est E , ou dont l’épaisseur normale à la surface de 
A est E'. 

Ces composantes seront 


— RC*, — kC'fi ,, — kC" y r 
Elles devront représenter les trois différences partielles de 
ç E d 03 — rapport à x, y, z; ainsi fon aura 


yi^=-A ( c v + c'^+C'^], 

relativement à un point quelconque M, pris dans l’intérieur 
de A. Substituant cette valeur et celles de V et ç> dans le 
premier membre de l’équation (2), on rendra ensuite cette 
équation identique en égalant séparément à zéro les coefficiens 
de x,y , z> ce qui donnera 
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a, -+- ( 

f ( I — Æ) T 

k 3 

— kC) 

1 CL t — O , 

M 

r (1 — *)» 

— k c) 

fl — n 

3 

R, — 0 1 

V -É- l 

(,-*)*■ 

— k C") 

1^ = 0. 

V-+- ^ 

3 


Donc, en déterminant les inconnues fi /f y /f au moyen 
de ces équations, la valeur que nous avons prise pour <p satis¬ 
fera en même temps aux deux équations ( i) et (2 ); et l’ex¬ 
pression de E\ donnée par l’équation (5), sera l’épaisseur 
normale de la couche magnétique, dont l’action sur un point 
extérieur est équivalente à celle de A. 


( 5 ) Pour démontrer que la couche dont l’épaisseur infini¬ 
ment petite en un point quelconque A 4 ' de la surface de A 
a pour expression E t , est comprise, comme nous l’avons 
dit, entre cette surface et celle d’un autre ellipsoïde, qui ne 
différé de A que par le déplacement infiniment petit de son 
centre, appelons M" le point ou le rayon vecteur r de A 4 ' 
rencontre la surface du second ellipsoïde ; soient x", y ", 3", 
les coordonnées de ce point rapportées au centre et aux axes 
du premier ellipsoïde : ses coordonnées relatives au centre et 
aux axes du second seront x" — du', y "— fi', £ — y' ; et en 
vertu de l’équation ( 4 ) * on aura 




f 


(y- a* p 


(z"-y'V _ 


De plus, les points A 4 ' et M" et le centre de A étant 
sur la même droite, si l’on désigne par r" la distance de M 
à ce centre, on aura en même temps 


x r" 







Retranchant l’équation (4) de la précédente, il vient 
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(*■•_*'_ x ') (*"_*'-+-x') [y"—(b'—/) (/ — £'-+-/) 

-?- 1 -i 5 -’ 

. [ï'—y'—z') W — y'+z) — 

H-?- 


mettant à ia place de x", y", z > leurs valeurs ; observant que 
r" — r , au', $, y, sont des quantités infiniment petites; et 
négligeant leurs carrés et leurs produits, on trouve 



d’où l’on tire, en ayant égard à l’équation (4), 

r" — r = (b 1 c* a,' x' -+-a* c* fi y 1 -h-a* b* y' z) - 7 ^ ——- 

Or r" — r' est l’épaisseur évaluée suivant le rayon vecteur r, 
de la couche comprise entre les surfaces des deux ellipsoïdes 
que nous avons considérés ; et , son expression coïncidant 
avec celle de E ^ du numéro précédent, il s’ensuit que E / «b 
est aussi l’épaisseur de cette couche au point M' ; ce qu’il 
s’agissait de prouver. 


( 6 ) D’après 1 a théorie connue des attractions des sphé¬ 
roïdes elliptiques, les coefficiens que nous avons représentés 
par C, C\ C ", auront pour valeurs : 


ç b c p ç, 4 7f bc d.hF çu 

a 3 ’ a* d\ * 



en faisant, pour abréger, 

= -£ 1^1 = A'*, 

a 2 a 2 

f. ^ — p. 

J >/(l -+- A 3 U 3 ) (l-*-*' a U 3 ) 

supposant que a soit le plus petit des trois demi-axes, et 
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prenant l’intégrale depuis u ~ o jusqu’à u — 1 (*). On a fait 
précéder ces valeurs du signe —, afin que les forces Cx, 
C y> C" z> tendent, comme toutes les autres composantes que 
l’on a considérées dans ce qui précède , à augmenter ou à di¬ 
minuer les coordonnées x, y, £, d’une particule australe si¬ 
tuée au point Ai , selon que les valeurs de ces forces se trou¬ 
veront positives ou négatives. 

Si l’on substitue ces valeurs dans «les équations (6) , on 
aura 


et —H 4 'tt cl ' ^ 

/3 h- 4tt /3, ( 
y -+■ 4 vr y t ( 


1 —k 

kbc 

F\ - n 

3 


r j — 0 , 

1 — k 

kbc 

d. a F \ 

3 

H â* 

d a J 

1 — k 

k bc 

d.x'F \ _ 

3 

a * 

dx' ) - 



équations qui ne contiennent plus d’autres inconnues que 

<V $,> y r 

Ces trois constantes étant ainsi déterminées, nous aurons 




Les aiguilles aimantées dont l’action peut remplacer celle des 
élémens magnétiques (n.° 2), auront donc la même direction, 
et des pôles d’égale intensité dans toute l’étendue de l’ellip¬ 
soïde A; mais, les quantités oc y , / 3 y , y y , qui détermineront 
cette direction, n’ayant pas entre elles les mêmes rapports que 
et, / 3 , y, il en résulte que ces aiguilles parallèles ne seront 
pas dirigées suivant la résultante des forces extérieures qui 
produisent par influence l’état d’aimantation de A. 

L expression de E en fonction de x', y 1 , , donnée 

par l’équation ( 5 ) , ne contenant plus de quantités incon- 


(*) Mécanique céleste, tome II, page 11. 
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nues , il ne restera qu’à trouver la valeur de l’intégrale 


, relative à un point M extérieur, pour avoir , au 


rE' dce' 

J y 

moyen des équations (3), les composantes X, Y, Z, de l’ac¬ 
tion de A sur ce point ; mais on obtiendra plus facilement 
les valeurs de ces forces , en considérant, ainsi que nous 
l’avons pratiqué à l’égard des points intérieurs , la couche 
dont l’épaisseur normale est E', comme la différence infini¬ 
ment petite entre deux ellipsoïdes homogènes, divisée par 
une constante infiniment petite ; ce qui donne au quotient 
une valeur finie. 


( 7 ) Pour calculer de cette manière les valeurs de X, Y, 
Z, désignons par h une quantité positive donnée par l’équa¬ 
tion 


x 2 ■ 




h 2 - 4 - b 2 — a 3 


, ( 8 ) 
6 a -t-c — a 2 v/ 


qui admet toujours une racine réelle , et n’en admet qu’une 
seule, les différences b 2 — a % etc 2 — a 2 étant supposées po¬ 
sitives ou nuiles. Faisons ensuite, pour abréger, 



/, 


Y ( 1 -i- / a 


u 1 d u 

u 3 ) ( i -+- l' 3 u 3 - ) 



l’intégrale étant prise depuis u = 0 jusqu a u= 1 : les com¬ 
posantes parallèles aux axes des x, y, £, de l’action exercée 
sur le point extérieur M par l’ellipsoïde entier A, regardé 
comme homogène, seront (*) 

4 nabcxf abc y d.lf \-nabci dtl'f 

-^ » V dl * h 3 dV ' 

On en déduira i’actior^sur le même point d’un autre ellip- 


(*) Mécanique céleste, tome II, page 21. 
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soïde qui aurait les axes égaux et parallèles à ceux du pre¬ 
mier, et dont le centre répondrait à des coordonnées cl , 
> y 1 rapportées aux memes axes que x, y, £, en y subs¬ 
tituant x — cl, y — fi', i—y , à la place de x, y, 3. Si donc 
et ,fi, y , sont des quantités infiniment petites, la couche for¬ 
mée par 1 exces du second ellipsoïde sur le premier exercera 
sur J e P°i ni M une action dont les composantes seront les 
différentielles complètes de ces formules par rapport à 
y, z» dans lesquelles on remplacera dx, dy, d £, par —cl', 
—~y. Donc aussi, en remettant à la place de cl, fi', 
y, leurs valeurs kcL^, kfi^, ky et divisant par le fac¬ 
teur infiniment petit «h. on aura les valeurs cherchées des 
forces X, Y, Z. 

Ces valeurs ainsi trouvées, seront 
X= 4 ' 7 rkabc 


Y=4 vrkabc 


Zzzz4'7ckabc 

mais on peut leur donner une forme plus simple par la con¬ 
sidération suivante. 

Les trois composantes de 1 action d’un corps sur un point 
quelconque sont toujours les trois différences partielles d’une 
meme fonction des coordonnées de ce point. En appliquant 
ce principe aux trois composantes ci-dessus citées de fac¬ 
tion exercée par l’ellipsoïde A sur le point extérieur M, 
et faisant abstraction du facteur constant et commun quelles 
renferment, il en résultera que l’expression 


d. x -L d iL 1 

„ h J_ ,n h * . d ' A J 

L*' ~ J- 

d i±lL a 

a ' — 77 - —- *-V.~ 

i.*J±L i. 1±LL 

„ *’<»' , „ vu. . d 

*' ~77~ —Ty -*-*/- 


’JdL 1 

Vdl 

d* J’ 


*/ 

h' 


d X 


yd.if 

h*dl 


d y -+- 


^ d. I ' f 
fn d r 
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doit être ia différentielle d’une fonction des trois variables 
x, y, i; par conséquent, on aura 


d .iL 

h 3 

J > d - l f 

' h* dl 

dy 

dx 

d .±L 

d . zdA 'f 

h 1 

hUl' 

d Z 

d x ’ 

d ,ilf 


hUl 

h 1 dl 1 , 


d z dy 


au moyen de quoi les valeurs de X, Y, Z^pourront s’écrire 
ainsi : 


X = 4 k a b c 


Z z= 4 'Tir kab c 


— 1 

h* 


' ^ - . 

h>dl 

h>dl' 


• *,*/ 

_1 

b.yi-if , 

y.zd.l'f 

dy L 

h » 


V dl 

h'dV 

-4-\ 

«,xf 

H- 

(h, y d.lf 

1 , j 1 

7. Z d. Vf ■ 

L * J h 


En les comparant aux équations ( 5 ), 

. _ . . j r a, x f /3 y d.lf 

C— 4 vrka b C y V. - - 


on aura 
y> z d - l ‘f 


lodl 


h’dl 1 


]• 


Telle sera donc la fonction de x,y> 1, dont les différences 
partielles relatives à ces variables feront connaître en gran¬ 
deur et en direction l’action de A sur un point extérieur M, 
déterminé par ces trois coordonnées; résultat cjui comprend 
la solution complète du problème que nous nous étions pro¬ 
posé de résoudre. 


(8) J’ai déjà remarqué dans mon premier Mémoire, qu’en 
faisant la quantité k égale à l’unité dans les formules rela¬ 
tives au magnétisme, elles se réduisent à celles qui se rap¬ 
portent aux actions des corps conducteurs de l’électricité, 



SUR LA THÉORIE DU MAGNÉTISME. 19 

dans ie cas où ces corps sont électrisés par influence , et 
contiennent en quantités égales les deux fluides vitreux et 
résineux. Si donc on a un ellipsoïde métallique, ou formé 
d’une matière quelconque conductrice de l’électricité , qui 
soit électrisé par l’influence d’une force constante en gran¬ 
deur et en direction dans toute son étendue, les formules 
précédentes , en y faisant' k = i , feront connaître faction 
exercée par ce corps sur un point extérieur donné de position. 
L’équation ( 5 ) déterminera en même temps l’épaisseur va¬ 
riable de la couche électrique qui se formera à la surface, la 
nature du fluide en chaque point, et la pression électrique 
proportionnelle, comme on sait, au carré de cette épaisseur. 
Si, en outre, ce corps a reçu une quantité donnée de fluide 
vitreux ou résineux , ce fluide libre formera à sa superficie 
une couche terminée par deux surfaces semblables et concen¬ 
triques, dont l’action sur les points intérieurs sera nulle, et 
qui s’ajoutera à la couche précédente sans y rien changer; en 
sorte que l’action totale de l’ellipsoïde sur un point extérieur 
sera la somme des actions qui seraient exercées par les deux 
couches fluides considérées successivement. 

(9 ) Afin de vérifier les formules que nous venons de trou¬ 
ver par un exemple déjà traité dans le 'premier Mémoire , 
supposons que A soit une sphère , et qu’on ait en consé¬ 
quence a=b — c. Les quantités A, A 7 , f, f', seront nulles ; 

il en résultera F == ; et si l’on fait 

**-+-/ - 4 -Z % — r x , 

en sorte que r soit le rayon vecteur du point A 4 , ou sa dis¬ 
tance au centre de A , l’équation ( 8 ) donnera h z=r r : on aura 
donc 

<2 = "7 r T ■- ( a., * -+- /3, y -+- y t Z ). 


c 
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D’ailleurs les équations (7) se réduiront à 


A. 7T et n 4 TT |8, 

cl H- j- 1 - — o , fi H--— — o , y •+- 

ce qui changera la valeur de Q en celle-ci : 

Q = - (<l x(Zy-hy z 

d'où l’on conclut 


3 



X—— [* — Pr*-vz)]. ) 

y = — -^rU 3 —;t- (it»r+^+7î:)]. ( ( 9 ) 

Z— - — [y-f-Vî)]. j 

Si l’on suppose que la force dont les composantes sont 
et, fi, y, et qui a produit l’état magnétique de cette sphère, 
soit l’action du globe terrestre ; que l’on représente son in¬ 
tensité par m , et que l’on prenne l’axe des 1 positives, pa¬ 
rallèle à sa direction et tourné vers le pôle boréal, on aura 

et — o , fi — o , y — — m ; 


par conséquent, 




3 k a* 7/1 £ x 
rî 

3 * ai m^y 


résultats qui coïncident avec ceux du n.° 28 de mon premier 
Mémoire, en ajoutant la force — m k Z, afin d’avoir, comme 
dans ce numéro, les composantes des forces appliquées au 
point M, qui proviennent à-la-fois de l’action de la terre et 
de celle de la sphère A. 

L’équation (8) donne encore h~r, lorsque, A étant un 
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ellipsoïde quelconque, la distance r du point M à son centre 
est très-grande par rapport à ses axes, et que l’on néglige les 

carrés des fractions —, —> —• On a aussi, dans ce cas, 

r r r 

I =: o , i = o , f =■ , et les valeurs de X, Y, Z, sont 

des fonctions de x, y, i, de la même forme que dans le cas 
de la sphère. 


( io) Il suffit que deux des trois quantités a, b, c, soient 
égales, et que A soit un ellipsoïde de révolution, pour qu’on 
puisse obtenir, sous forme finie, les intégrales représentées 
par f et F; mais leur expression est différente selon que cet 
ellipsoïde est aplati ou alongé. 

Dans le premier cas, les deux axes égaux sont les plus 
grands; on adonc£ = r, par suite à' z=:A,et en effectuant 
l’intégration, 



U 2 d U 

( I -+- A a U 2 ) 


~~r -arc ( tang == A ). 


Les différences partielles de F par rapport à A et A' qui 
entrent dans les équations ( 7 ) seront égales entre elles , et 
à la moitié de celle de cette valeur de F par rapport à A, 
c’est-à-dire, égales à 

- i - w -rt-1- —r arc ( tang — A ) ; 

A J 2 A 5 ( I -H A* ) 2A^ ) 6 ’ 

au moyen de quoi ces équations deviendront 


- -+- ^7.(1— I arc(tang=A))] = o,j 

/ 3 -t- 4 (7 arc (tang=A)- 77^ )] = o| (. o) 
y-4-4vry,[-^ + 3 ^ 5(7 arc(tang =A)- —,)] — o. ) 
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On aura de même l r = / = Yc z — a*, et 


/= -/„. ■ (i-7-arc(tang=/)), 

d.lf d.l'f h 3 /i , n • I \ 

~dF——îu-— . ( c-- ô-l~r arc(tang=/) —~) : 


par conséquent , 


Q= 4cW) [**'('-f arc(tang=/)) 

■+■ T (^^/-+-ZV,) (“f arc(tang=/)- tTf)] : 

ia quantité Æ étant une fonction de et de r, déterminée 
par l’équation : 


( r * — x») A» _ 

/i' + c 1 — a 3 ’ 


■ d’où l’on tire 


h z z=z-^~ (r 3 —*)-»- (r*—f *—d*) * x ; 

où l’on a pris le signe H- devant 1 #radical, afin que la va¬ 
leur de h z soit réelle. 


(il) Supposons maintenant que a soit très-petit par rap¬ 
port à c, de manière que l’ellipsoïde soit très-aplati et puisse 
représenter une plaque circulaire dont 1 épaisseur décroîtrait 
du centre à la circonférence , sa plus grande valeur étant 
égale à la, et le diamètre de la plaque égal à 2 c. 

En négligeant le carré de ~, on aura 

A a t . \ I a 

— =1. arc (tang = A) = — tt - 

et les équations ( 1 o ) donneront 
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à ces deux dernières formules, à cause que la valeur numé¬ 
rique de i —k est en général une très-petite fraction, et ce 
dénominateur une très-petite quantité. La valeur de Q devient 
ensuite 


< 2 =— 


3 ha a x 

j 1 t L 

I-H2Â--- 

1 C 


r ha 3 ka- \ 
$C c x ) 


[-T — -r arc ( tan s=T )] 

-[4-arc (ta»g=4) — 


Supposons, de plus, que le point M ne soit pas très-éloi- 
gné du centre de la plaque, de sorte que ~ et soient 

de très-petites fractions. Si l’on néglige leurs carrés, ainsi que 
<i % par rapport à c x , et qu’on réduise l’expression de h en 
série, on aura 



en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur , selon que 
la variable x sera positive ou négative, afin que la valeur de 
h soit toujours positive ( n.° 7 ). On a d’ailleurs 
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si donc on supprime la partie constante de la valeur de Q, 
qui disparaîtrait dans les valeurs des forces X, Y, Z, on aura 

q— ihl (-jz£±sL _ IL -t- S-\ 

,-t-zA ,\-+- 2C* z c c‘ I 


_ îkaity + ÏZ) _ ( J_ _ _ 2 * \ . 

«(.-An-ilii-Li£.) ^ 2 ' c >’ 

d’où l’on conclut 

y _ yirkaa. , 3 ka{fry-^yz) 




3 TT k a (b 


_ —I—• _ 

3 kafbx 

3 t ha 

3 ka x ' 


, i-t- i* ha v* 

4 <r 

c x i 

/. V 

4 c J 

3 tt k a y 



3 k a y x 

3 7 T ha 

3 ha x ' 


1 A+ }Ti “ V 

4 c 

c x 

) \ 

' 4 c ) 


1 ne conservant parmi les termes qui ont l’une des fractions 


a JL % îi, pour facteur, que ceux qui peuvent augmenter 

de valeur à cause de la petitesse de leur dénominateur : les 
signes supérieurs correspondront toujours à x positive, et les 
inférieurs à x négative. 


(12) Voici les principales conséquences qui se déduisent 
de ces formules, et qui mériteraient d’être vérifiées par l’ex¬ 
périence : 

i.° En ajoutant ce, / 3 , y à ces expressions, on aura les 
composantes totales des forces qui agissent sur le point M, 
et qui proviennent, soit de l’action de la plaque, soit de l’ac¬ 
tion directe de la cause qui a produit son état d’aimantation. 
Si la quantité 1 — k est assea petite pour qu’on puisse la 
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négliger par rapport 0 , et remplacer k par l'imité, on aura, 
de cette manière, 

x-+-oL=<L+ -* ga dt 

2C t c 

y \ ( 2 , —_* 4 a 4# * 

TC TC 


où l’on voit que l’action de la plaque détruira à très-peu prè^ 
les composantes /3 et y de la force directe qui lui sont paral- 
lèles, et laissera intacte, aussi à très-peu près, la composante 
perpendiculaire et; en sorte que, si le poin xM appartient à 
une aiguille aimantée, librement suspendue par sgu centre 
de gravité, cette aiguille prendra la direction de la force et, 


pourvu que cette force ne soit pas très-petite par rapport aux 
autres composantes /3 et y, ou, autrement dit, pourvu que 
la force qui produit l’aimantation de la plaque, 11e soit pas 
très-peu inclinée sur son plan. 


2. 0 Pour fixer les idées, nous supposerons que la plaque 
soit horizontale, et qu’elle soit aimantée par l’action de la 
terr.e; nous prendrons l’axe des x positives, vertical et dirigé 
de bas en haut, ou vers l’hémisphère qui contient le pôle 
magnétique boréal ; d’où il résultera que la composante et 
sera positive ou négative, selon que la particule magnétique 
sur laquelle elle agira,'sera boréale ou australe. Une aiguille 
aimantée , dont la longueur et la distance au centre de la 
plaque seront très-petites eu égard à son rayon, prendra, 
d’après ce qu’on vient de dire, une direction sensiblement 
verticale, son pôle boréal étant tourné vers le haut, et son 


pôle austral vers le bas , soit que cette aiguille soit placée 
au-dessus ou au-dessous de la plaque aimantée. Si l’on ap¬ 
pelle sa longueur, et x la valeur de x qui répond à son 


D 
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centre, x H —y et x - l — ch seront les ordonnées ver- 

ticales de son pôle boréal et de son pôle austral ; les coor¬ 
données horizontales seront les mêmes pour ces deux points, 
et fes valeurs de cl, /3 , y, qui s’y rapportent, seront égaies 
et de signes contraires. En désignant donc par X, Y, Z , 
les sommes des forces parallèles aux axes des x , y, % , qui 

• agissent sur ces deux pôles, on aura simplement, dapres les 
Formules précédentes, 

A" = o. Y' = ±^-, 7 J — ±. -i2Ü ; 


les valeurs de cl, fi, y, répondant au pôle boréal, ce qui 
rend la quantité ce positive. Si I on prend pour unité la quan¬ 
tité de fluide libre, de l’une ou de l’autre espèce , que l’ai¬ 
guille contient, ces forces, divisées par la masse de Iaiguille, 
xseront à très-peu près celles qui tendront à mouvoir son 
centre de gravité, sans changer sa direction perpendiculaire 
au plan de la plaque. La force X étant nulle, le mouve¬ 
ment sera parallèle à ce plan, et, les forces JT' et Z' étant 
entre elles comme les composantes fi et y , il aura lieu dans 
le plan vertical parallèle à la direction du magnétisme ter¬ 
restre. Quant au sens, vers le sud ou vers le nord, où i’ai- 
guille sera poussée, on le déterminera en considérant que, si 
l’aiguille est au-dessus de la plaque, on devra prendre les 
signes supérieurs dans les valeurs de f et Z , et le mou¬ 
vement se fera alors dans le sens où' les particules de fluide 
boréal sont poussées par le magnétisme terrestre, ou du sud 
vers le nord : si, au contraire, l’aiguille est au-dessous de 
la plaque, cas dans lequel on devra prendre les signes infé¬ 
rieurs , le mouvement horizontal aura lieu dans le sens où 
la terre pousse les particules australes, ou du nord vers le 
sud. 

3, 0 Ces résultats cesseront d’avoir lieu , lorsque la plaque 
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sera parallèle à la direction du magnétisme terrestre , ou 
seulement très-peu inclinée sur cette direction. Supposons 
qu’elle lui soit tout-à-fait parallèle; on aura alors et —o, ce 
qui réduira les forces totales qui agissent sur le point M , à 

T C 

Y Æ = _ 4(g=F«)fl 


4(a + x)y 


La projection de leur résultante sur le plan de la plaque 
sera parallèle à l’action de la terre : mais la résultante même 
s’inclinera plus ou moins sur ce plan , selon que le point M 
sera plus ou moins éloigné de la normale passant par le centre 
de la plaque ; et à une distance de cette normale , très-grande 
par rapport à la distance du même point au plan de la plaque, 
la résultante des forces qui lui sont appliquées sera sensi¬ 
blement perpendiculaire à ce plan , comme dans le cas pré¬ 
cédent. 

4 -° Il n’est pas probable que, dans aucune substance sus¬ 
ceptible d’aimantation , la quantité k soit rigoureusement 
égale à l’unité ; et, quelque peu quelle en diffère , on peut 
toujours supposer l’épaisseur de la plaque assez petite pour 

que la fraction ~ soit négligeable par rapport à la différence 

1 — k. A cette limite, les valeurs de X , Y, Z du numéro 
précédent seront très-petites relativement aux forces cl, (Z y 
y ; d’où il résulte que l’épaisseur dune plaque aimantée par 
l’action de la tei*re peut toujours être assez diminuée pour 
que l’action de cette plaque sur un point quelconque M n’al¬ 
tère pas sensiblement l’action directe du globe terrestre sur 
le même point. 

D * 
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(13) Examinons actuellement le cas où les deux axes égaux 
de l’ellipsoïde de révolution sont plus petits que son troi¬ 
sième axe. Soit donc a = et toujours c>a. Nous aurons 

A _ Q p _ /1 H -* <2 


log (A'-4-l/ i-I-A' 1 


d.\F _ p d.\' F _ 

d A ' d\ 

et de même 

_-/1 


Vr 




2/') 


io g (r+/i+r'). 


l — o, f: 

#=/• 

En meme temps l’équation ( 8 ) deviendra 


h -+- c — û 3 


d’où l’on tire 

~r ( r * c z -^~a a ‘) -+- -±- (•**+_/), 

en prenant le signe devant le radical, afin que la valeur 
de h x soit réelle : r représente ici, comme précédemment, la 
distance du point M au centre de l’ellipsoïde. 

il ne restera plus que des substitutions à faire pour former 
les valeurs des forces X, Y, Z; mais nous considérerons spé¬ 
cialement le cas d’un ellipsoïde très-alongé, qui pourra re¬ 
présenter une aiguille dont a serait le rayon à son milieu , et 
c sa demi-longueur. 

Dans ce cas, la fraction sera très-petite ; en négligeant 
son carré , on aura — -y-, et les équations ( 7 ) donneront 


H- k 


9 


4 TT et, =- 
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4 7 r/3 — — 


4 ^ 7 ,= - 


On aura aussi /' h=.c, et, toute réduction faite, 


3 ka'{* x +(hy) _ 3 y z(log-ii-i ) 

( i H- -~k)h* (i—£)c a -f- 3 ka*{\og -ü-j) 

Supposons, en outre , que ia distance r du point A 4 au 
milieu d e 1 aigu ille soit très-petite par rapport à c; sa dis¬ 
tance j/ x z -t-y a à l’axe de l’aiguille, divisée par c, sera aussi 
une très-petite fraction ; et en négligeant son carré,, la valeur 
de h se réduira à 

h = i/x'+y* ; 

au moyen de quoi, les expressions de X, Y, Z, déduites de 
la valeur précédente de Q, seront, à très-peu près, 
y _ 3 k a* [a(x , -/)+26^] ^ k' y Z x 

( IH _ _ 1 _ *)■(*•-*-,*)• * 2 -+~S 

y-— 3 ^ ga [^Q /a — X z )-+- 2 cLxy] ^ k' y^y 

(,-i- — k) (x*+y*y ~ï r= ïÿ r ’ 


Z— — k' y (log 
en faisant, pour abréger, 


( i — k) c*-+- 3 ka* (l 0 g Jl± -i ) 


(i4) Les cas principaux que ces formules renferment et 
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dans lesquels il serait utile de les comparer à l’expérience, 
sont ceux-ci : 

i.° La force qui produit l’aimantation de l’aiguille, étant 
l’action de la terre, si taxe de l’aiguille est perpendiculaire 
au plan du méridien magnétique, on aura y — O’, ce qui ré¬ 
duira d’abord à zéro la force Z, ou la force de l’aiguille pa¬ 
rallèle à son axe. Prenant, en outre , l’axe des x positives 
parallèle à l’action de la terre, et dirigé vers le pôle magné¬ 
tique boréal, on aura /3 = o , et cl sera une quantité positive 
ou négative , selon que la particule magnétique que Ion con¬ 
sidérera au point M> sera boréale ou australe. Soit encore u 
la perpendiculaire abaissée du point M sur taxe de 1 aiguille, 
et v l’angle compris entre cette perpendiculaire et laxe des .y, 
en sorte qu’on ait 

x — u cos v, y = u sin v. 

. Faisons enfin 



g sera une constante positive dont la valeur dépendra de la 
matière de l’aiguille que l’on considère , et sera, par exemple, 
très-peu différente de l’unité relativement au fer doux. Les 
valeurs des forces X et Y deviendront 


_ 2 g a 1 a cos 2 v y _ 


2g a* cl sin 2 V 


leur résultante sera la même tout autour de l’aiguille à dis¬ 
tance égale de son axe; et quand le point M seloignera ou 
se rapprochera, elle variera suivant la raison inverse du carré 
de la distance u. 


Si le point M appartient à une aiguille aimantée, suspen¬ 
due librement par son centre de gravité, les forces X et Y 
ne la feront pas sortir du plan du méridien magnétique;^ mais 
elles changeront son inclinaison ; et si nous appelons e l’angle 
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que la partie de cette aiguille qui aboutit au pôle boréal, fera 
avec sa direction naturelle, nous aurons 


c’est-à-dire , 


tan § e = TTx • 


tan g g 


2. g a 2 sin 2 r 
u * —h 2 g a 2 cos 2 v * 


en supposant, toutefois, la longueur de cette aiguille très- 
petite par rapport à la distance u de son milieu à l’aiguille 
aimantée par influence. Il y aura un cas particulier dans le¬ 
quel la petite aiguille n’affectera plus de direction détermi¬ 
née ; il faudra pour cela que les deux composantes Y et 
Xq t soient séparément nuiîes ; ce qui exige qu’on ait 

v =z vr et u a j/Tg. 

2. 0 La force qui produit l’aimantation de l’aiguille A 
étant toujours l’action de la terre, quand son axe sera paral¬ 
lèle à cette force, o’n aura et— o, / 3 z=o ; et si l’axe des z 
positives est dirigé vers le pôle magnétique boréal, la quan¬ 
tité y sera positive ou négative selon que la particule située' 
au point M sera boréale ou australe. En appelant, comme 
précédemment, u la distance de ce point à l’axe de l’aiguille, 
et v l’angle que fait cette ligne avec l’axe des *, les valeurs 
de X, Y, Z, relatives à ce nouveau cas, seront 


X = 


k' y - cos v 
u 



k ' y z sin v 

u ' 

— A'y(Iog-ïf — 1). 


La quantité k' diminuera indéfiniment à mesure que la lon¬ 
gueur de l’aiguille augmentera , et sera nulle à la limite 
cz=ioo ; ce qui fera disparaître ces trois forces, excepté dans 



3 2 SECOND MÉMOIRE 

le cas où l’on aurait rigoureusement k =: i , cas dans lequel 
la troisième force subsisterait à cette limite, et deviendrait 
égale à —y, c’est-à-dire, égale et contraire à faction directe 
de la terre sur le point M. Mais, relativement à une aiguille 
de fer doux, par exemple, où la différence i —k , sans être 
nulle, est cependant très-petite, les variations de k ' par rap¬ 
port à c seront très - peu rapides ; et quoique l’aiguille soit 
très-longue par rapport à son épaisseur, les composantes de 
son action magnétique pourront encore être plus ou moins 
sensibles. La quantité A 7 , à laquelle elles seront proportion¬ 
nelles, renfermant à, son. dénominateur le produit (i — k)c z , 
ne pourra être évaluée â priori, et devra être déterminée par 
l’expérience lors même que fon regarderait la différence i —k 
comme une très-petite quantité. 

La résultante des forces X, Y, aura pour valeur 

■i -, 

U 

ce qui montre qu’elle variera sensiblement en raison inverse 
de la distance u du point M à l’axe de laiguille A. De plus, 
elle sera toujours dirigée suivant la perpendiculaire à cet axe; 
d’où il résulte que, si le point -M appartient à une aiguille 
aimantée, librement suspendue par son centre de gravité, la 
projection de cette aiguille sur un plan perpendiculaire à 
l’axe de A sera normale à cette droite ; et d’après les signes 
de y et de £, il est aisé de voir que ce sera la projection de 
son pôle boréal, ou celle de son pôle austral, qui tombera du 
côté de l’aiguille A, selon que le plan normal à cette aiguille 
et mené par son milieu passera au-dessous ou au-dessus du 
milieu de l’autre aiguille, ou selon que la variable £, rela¬ 
tive à ce dernier point, sera négative ou positive. Si l’on 
appelle e' l’inclinaison de cette aiguille sur sa projection, et 
qu’on suppose sa longueur très-petite par rapport à sa distance 
à l’axe de A, on aura 


l 
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tan g e zzz —_ 

u (Zh->) 

ou bien, en mettant pour Z sa valeur, 

tang s — - !LA _ # 

u ^ 1 -+- A'— Æ' i 0 g ——) 

j). Les memes choses que dans le cas précédent étant 
supposées, si la petite aiguille à laquelle le point M appar¬ 
tient est assujettie à rester horizontale, il sera facile de dé^ 
terminer la déviation que le voisinage de l’aiguille A lui fera 
éprouver. Pour cela, menons par le milieu de A un plan 
perpendiculaire à son axe et un plan horizontal ; prenons 
axe des y sur 1 intersection de ces deux plans ; projetons 
axe des £ sur le second plan ; soit / l’inclinaison de cet axe 
sui sa piojection, cest-à-dire, 1 inclinaison magnétique dans 
e leu ce observation : par le milieu de la petite aiguille, 
menons une parallèle à dette même projection , qui sera la 
direction naturelle de cette aiguille horizontale; et soit enfin 
cb sa déviation , ou 1 angle compris entre la direction quelle 
prendra et cette parallèle. Si Ton déco/ripose les forces A' et 
Z-f-y suivant la verticale et suivant cette parallèleâa somme 
des composantes dans cette seconde direction sera 
X sin / -4- ( Z —f- y ) cos i ; 

cette force et la composante Y seront les forces horizontales 
qui agiront sur le point M, et la direction de leur résultante 
sera celle de la petite aiguille, en sorte qu’on aura 

tang J\ = _ y _ 

X sin / -+- ( Z -i- y je os i * 

ou, ce qui est la même chose, 

tang ch — -- — k’iêinv __ 

k‘ çcosvsinin- « ( 1 -+- k'— k' Iog — ^ cos i 

Dans les applications qu’on pourra faire de cette formule, il 


E 
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faudra sç rappeler que u est la perpendiculaire abaissée, du 
milieu de la petite aiguille soumise à l’expérience, sur Taxe 
de A; z, l’élévation du plan mené par ce point perpendicu¬ 
lairement à cet axe, au-dessus du plan par^Uèfe mené par le 
milieu de A ; et v, l’inclinaison de la perpendiculaire u sur le 
plan du méridie^ magnétique : i’aiigle «b est compté , à partir 
de ce plan, dans le même sens que l’angle v, et se rapporte 
^ la partie de la petite aiguille qui aboutit à son pôle boréal. 
On se souviendra aussi que ces résultats, de même que ceux 
du n.° i 2, supposent qu’on fait abstraction de la réaction de 
la petite aiguille aimantée sur le corps A. 

§. II. 


Considérations relatives aux actions simultanées de plusieurs 
Corps aimantés jour ïinjluente d'une même force. 

( 15 ) Nous supposerons que cés corps soqt fies sphères 
assez distantes les unes des autres pour que leur réaction 
mutuelle^)it insensible ; et , pour fixer les idées, la, force qui 
produit iffir aimantation sera l’action magnétique de la terre. 

Reprenons donc les équations..( pl du n.° p , savoir : 


Yz 


ka* 

(cl- 3 * X2 


37Z* \ \ 

r3 

r r- 

__ 

’V 

> fl 

ka* 

le 


3 yzy \ \ 


m 

r 2 


ka* 

L — 

3 ax Z 

3 h Z \ l 

r 3 

l y 

r 3 

r* )’) 


>) 


dans lesquelles X, Y , Z, sont les trois composantes de l’ac¬ 
tion exercée par une sphère du rayon a sur un point quel¬ 
conque M : k est une constante positive, dépendante de la 
matière de cette sphère ; r, la distance de son centre au point 
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M : x, y, peuvent être prises pour les coordonnées de ce 
centre rapportées à trois axes rectangulaires, menés par le 
point M; cl, fi, y, sont les trois composantes de l’action ma¬ 
gnétique de la terre, qui a produit l’aimantation de la sphère, 
dirigées, ainsi que X , Y, Z, suivant les axes des x,y, z po- 
sitives. Dans le cas où f [a sphère aimantée serait creuse, il 
faudrait, d’après le n.° 28 de mon premier Mémoire, rem¬ 
placer, dans ces formules, la quantité k par celle-ci : 

(ai — 'b* ) ( 1 -+- A) k 
( 1 -t- A) a 3 —2 k 2 bi ’ 

b étant le rayon de sa surface intérieure, et b — a son épais¬ 
seur constante. Cette quantité est, comme on l’a déjà remar¬ 
qué dans le premier Mémoire, à très-peu près indépendante 
de a et de b, et égale à l’unité, lorsque la différence 1 — k 
est très-petite, à moins qu’en même temps l’épaisseur a — b 

ne soit aussi très-petite, de sorte que la fraction —^ b soit 

comparable à i — k. 

Si le rayon a varie, et que le centre de la sphère aiman¬ 
tée se déplace sans sortir d’une même droite menée arbitrai¬ 
rement par le point M , les rapports ne varie¬ 

ront pas en grandeur ; ils changeront de signes lorsque le 
centre de la sphère passera d’un côté à l’autre du point M : 
mais leurs produits et leurs carrés, qui entrent seuls dans les 
formules précédentes, resteront les mêmes; et, dans ce dé¬ 
placement, les composantes X, Y, Z, conserveront entre 
elles les mêmes rapports. L’action de la sphère sur le point 
Ad ne changera donc pas de direction : son intensité variera 

proportionnellement à -- a ' - ; par conséquent, si la distance 

r de son centre au point Ad augmente ou diminue dans le 
même rapport que le rayon a, son action sur ce point néprou- 
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vera aucun changement en grandeur comme en direction. 
H suit de là que l’action d’une sphère sur un point quelconque 
M. peut remplacer identiquement les actions simultanées de 
plusieurs autres sphères aimantées par la même cause, lors¬ 
que tous ces corps ont leurs centres sur une même droite 
passant par le point M • il suffira, pour cela , que la quan- 

. , k ai . . 

tIte ~~i — » relative a la première sphère, soit égale à la somme 

des valeurs de la même quantité qui se rapportent aux sphères 
auxquelles on veut la substituer. Mais il n’en serait plus de 
même si l’on voulait détruire les actions de plusieurs sphères 
par celle d’une seule sphère, aimantée par la même force qui 
agit sur toutes les autres , pour toutes les directions de cette 
force : cette destruction serait impossible, comme il est aisé 
de s’en assurer, quels que fussent les rayons des sphères et la 
disposition de leurs centres. 

* En effet, désignons, par rapport à une sphère quelconque, 
par X„, Y„ , Zj„, x„,y„, , r„ , a n et k n , les quantités qui 

ont été représentées par les mêmes lettres sans indices infé¬ 
rieurs, relativement à la sphère que nous avons d’abord con¬ 
sidérée. Les équations (a) donneront les valeurs de X n , Y„, 
Z„, en y affectant les lettres x,y, £, a, r, k, de l’indice n; 
et pour que les actions de toutes les sphères sur le point M 
se détruisent, il faudra qu’on ait 

X —h S X n — o , Y —h- S Y n — o , Z *+- S Z„ zzz o ; 

les sommes S étant composées d’autant de termes qu’il y a 
de corps, moins la première sphère, et s’étendant à tous les 
indices n relatifs aux nouvelles sphères. Ces équations de¬ 
vront être identiques par rapport à et, / 3 , y, si l’on veut que 
la destruction de ces forces magnétiques ait lieu pour toutes 
les directions de l’action de la terre ; car, cette force venant 
à changer de direction, ou, ce qui revient au même, le sys- 
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tème des sphères aimantées venant à changer de situation re¬ 
lativement à la direction, du magnétisme terrestre, les com¬ 
posantes cl, / 3 , y de cette force seront les seules quantités 
qui varieront dans les équations précédentes. II faudra donc 
que le coefficient de chacune de ces trois quantités dans 
chaque, équation, soit séparément égal à zéro ; ce qui don~- 
nera neuf équations qui se réduiront à six différentes entre 
elles , parmi lesquelles il nous suffira de considérer les trois 
suivantes : 


km 

( T _ 3* 2 > 

\ -4- X 1 

1 r \ 

~ r } 1 

1 

l r* j 

f ! _ ML } 

r». 1 

l 1 -—) 

f T 3 A \ 

r’ ! 

haï ! 
ri I 

\ r* J 

1 r». 1 

l ' r-. ) 


: o, 


) = ■ 


En faisant leur somme et réduisant, on aura 

km k n a\ 

~i ^ pr == 0 » 

équation impossible , puisque son premier membre est la 
somme de termes essentiellement positifs, il faut donc en 
conclure que les actions simultanées d un nombre quelconque 
de sphères aimantées par la même force ne peuvent jamais 
se détruire pour toutes les directions de cette force; ce qu’il 
s’agissait de démontrer. 

(16) Supposons actuellement qu’on ait une aiguille ai¬ 
mantée , maintenue forcément dans un plan horizontal, et 
soumise à 1 action de la terre et aux actions simultanées 
de plusieurs sphères aimantées par cette même force , mais 
dont la réaction sur ces sphères soit insensible. Pour quelle 
conserve la direction qui lui serait donnée par le magnétisme 
terrestre, il suffira que la résultante des forces horizontales 
de ces actions des sphères coïncide en direction avec lac- 
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tion horizontale de la terre ; et il ne sera plus nécessaire , 
comme dans le cas précédent, que cette résultante soit égale 
à zéro, non plus que celle des forces verticales. Cherchons 
donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette 
coïncidence subsiste constamment, lorsque la direction du 
magnétisme terrestre changera d’une manière quelconque, 
par rapport à ce système de corps aimantés. C’est cette coïn¬ 
cidence constante qu’il importe d’obtenir dans l’application 
à la pratique, qui a été indiquée au commencement de ce 
Mémoire, et dont sont susceptibles les considérations qui 
font l’objet de ce paragraphe. 

En conservant toutes les notations du numéro précédent, 
prenons le plan des y, horizontal, et l’origine des coor¬ 
données au milieu de l’aiguille aimantée. Supposons qu’on 
puisse négliger sa longueur eu égard aux distances des centres 
des sphères à cette origine , il suffira alors que la coïnci¬ 
dence demandée existe relativement à ce point, pour qu’elle 
ait lieu , à très-peu près, dans toute la longueur de 1 aiguille. 

Or, pour que la résultante des forces horizontales X-t-'EiX n 
et ait la même direction que celle des forces <l 

et f 3 , il faudra que les premières soient entre elles comme 
les secondes , ou qu’on ait 

P(X-+-XX„) = cL(Y-+'ZY n ). 

Substituant à la place de X, Y, &c. leurs valeurs, cette équa¬ 
tion devient 


/ ka^x* 

{ — ■^ 
( ka*x. 

( TT 


-S k ’ a ’y*-} yfj — (igl 




rK 


et afin qu’elle subsiste pour toutes les valeurs de et, 3 , y, 
il sera nécessaire que les termes semblables par rapport à ces 
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quantités soient égaux dans les deux membres; ce qui donne 
quatre équations de condition , entre les rayons des sphères 
et les coordonnées de leurs centres, savoir : 




(17) Nous considérerons d’abord le cas où les sphères 
aimantées sont au nombre de deux seulement, en sorte que 
les sommes S ne comprennent qu’un seul terme qui répondra 
à 1 indice i»si, Les équations (Æ) pourront s’écrire ainsi : 


kai x x 

kaiy x k. 

ai,y 1 , 

l ri 

ri - ” 

ri, 

ka* xy 

k, ai, x,y, 


r f 



ka* x Z 

_ k,ai,x, Z , 


ri 

ri, 


ka'yi 

_ k.a>>y,Z, 


ri 

ri, 




En multipliant membre à membre les deux dernières, nous 
aurons 


et en vertu 


de la deuxième, cette équation se réduira à 



Comme les deux termes de son premier membre sont essen- 
tiellerrfent positifs, il faudra qu’ils soient nuis séparément, 
ou qu’on ait Z, — 0 î <foù il résulte que les.actions 
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simultanées des deux sphères changeront nécessairement la 
direction naturelle de l’aiguille horizontale, à moins que leurs 
centres ne soient situés dans le même plan horizontal que 
cette aiguille. 

Cette condition remplie, les deux dernières équations ( c) 
seront satisfaites. Si l’on fait ensuite 

x “rcosi', yzzzr sinv, x / = r / cos v / , y =r / sin v t , 
de manière que v et v t soient les angles que font les rayons 
vecteurs r et r J des centres des sphères avec l’axe des x posi¬ 
tives . les deux premières deviendront 

- ? (cos a v — sin v)— - —r ~(cos v—rsin vj, 

k a 3 . h. a , 1 

- cos v sin v z=z--— cos v sin v . 

r3 rp * ' / 

Multipliant la seconde par 2 j/—1 , et l’ajoutant à la pre- 
t mière, on aura 

(cosv-f-sin v 1/—1 )* —* —yi — (cos^- 4 -sin v y y / —1) ; 

d’où l’on tire , en extrayant les racines carrées des deux 
membres, et égalant séparément entre elles les parties réelles 
et les parties imaginaires, 

/ , ha * _ / k, a? 

—r cosx = ± V -jr - sin v ,- 

}/ sin v — q= ]/ ~r- cos y/, 

les signes supérieurs ayant lieu ensemble , ainsi que les signes 
inférieurs. Ces deux nouvelles équations donnent 


h a * 

“ 




La première condition est la même, d’après le n.° 1 5 , que 
si l’action de l’une des sphères devait remplacer celle de 
l’autre identiquement ; mais , en vertu de la seconde con- 
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dition , les rayons vecteurs de leurs centres, au lieu d’être en 
ligne droite, seront, au contraire , perpendiculaires l’un à 
l’autre. 

Ainsi, lorsqu’une sphère aimantée par l’action de la terre 
a son centre dans le plan horizontal qui contient une aiguille 
de boussole, la déviation quelle ferait subir à cette aiguille 
peut être détruite pour toutes les directions du magnétisme 
terrestre , par l’action d’une autre sphère aimantée' par la 
même cause, qui aurait son centre dans le même plan hori¬ 
zontal , et tel que les droites menées des centres des deux 
sphères au milieu de i’aiguille soient à angle droit l’une sur 
l’autre. La distance du centre de la seconde sphère au milieu 
de l’aiguille, dépendra du rayon qu’on voudra lui donner, 
et elle sera déterminée par la première des deux conditions 
que nous venons de trouver. Si les deux sphères sont for¬ 
mées delà même matière, qu’elles ne soient pas creuses, ou, 
du moins, que leurs épaisseurs ne soient point très-petites, 
les quantités k et k t seront égales , et leurs rayons a et a 
devront être proportionnels aux distances r et r de leurs 
centres à l’aiguille. 


( i 8 ) Examinons maintenant le cas général où les sphères 
aimantées sont en nombre quelconque. Soit toujours 
x -—r cos v , y = r sin v ; 
et faisons, pour abréger, 

r 


—c. 

T ^a\{x\—y\) __ 


F 
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en sorte que A, B, C, D, soient quatre quantités données 
dans chaque cas particulier. Les équations (b ) prendront la 
forme : 


— -D, 


=— 2 A, 


Âflî^COSV _ 


k a 3 ^ sin v 




Les deux dernières donnent immédiatement 
tang v = 

En les combinant avec la seconde, on en déduit 
_ BC 


équation qui ne pourra pas subsister, à moins que la quantité 

B C 

-j- ne soit nulle ou négative. On tire ensuite des deux pre¬ 
mières équations (d) 

■,^L = VWTT^, j 


* l \ , i 

—a rc p ang =—)± — 


mais, la tangente de cet angle v devant d’ailleurs être égale à 

Q 

—g-, il faudra qu’on ait l’ccjuation dé condition : 

Ctang[^-arc (tang = -^-)] H- B = o. (g) 

On voit par ces résultats que, si l’on a plusieurs sphères 
aimantées par l’action de la terre, et placées dans le voisi¬ 
nage d’une boussole horizontale, la déviation que ces corps 
tendront à lui faire subir, ne pourra être corrigée en ajoutant 
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une nouvelle sphère aimantée par la même cause , qu’au- 
tant que l’équation (g) sera satisfaite d’elle-même, et qu’en 
même temps le second membre de l’équation (e) sera positif 
ou égal à zéro. Quand ces conditions seront remplies, la pre¬ 
mière équation (/) fera connaître la distance du centre de la 
sphère ajoutée au milieu de la boussole ; Inéquation suivante 
servira à déterminer la direction du plan vertical, passant par 
ce point, qui devra contenir le centre de cette sphère; enfin 
ce centre pourra être pris sur l’une ou l’autre de deux droites 
menées par le milieu de la boussole, également inclinées sur 
le plan horizontal qui la contient, et dont l’inclinaison sera 
déterminée par l’équation (e). 

(15?) Si l’on voulait que la sphère ajoutée, au lieu de dé¬ 
truire la déviation horizontale de la boussole, produite par 
1 action des sphères données, fût capable de lui faire subir 
une déviation égale à celle-ci, pour toutes les directions du 
magnétisme terrestre, il faudrait, en conservant toutes les 
notations précédentes, que les forces ct-l-A' et / 3 -t-Y fussent 
entre elles comme les forces ce- b-^X n et /3-+-S Y„ , pour 
toutes les valeurs de ce, / 3 , y. On aurait donc alors 

(<t-+-X) Y„) ~ (/ 3 -H^)(ee-+-EA'») î 

et si l’on suppose, pour simplifier la question , que les forces 
provenant de l’action des sphères soient très-petites relati¬ 
vement à l’action magnétique de la terre, de manière qu’on 
puisse négliger la quantité X^Y n — YZX n du second ordre 
par rapport à ces forces, cette équation se réduira à 

G[X—ZX m ) = *(Y— sn). 

En la comparant à celle dont nous sommes partis dans le 
n.° 16 , on voit quelle n’en diffère que par les signes de 
%X„ et S Y„ ; d’où il résulte que les quatre équations qu’on 
en déduira, ne différeront non plus des équations (J) que 

F* 
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par les signes de leurs seconds membres, c’est-à-dire , que l’on 
aura 

ka ' cos21 ' — n 

r< - ’ 

k a î sin 2 v A 

. ^ == 2 ^ ’ 
ka* 7 cos v r , 

-^- = *> 

k a' i sin y _ 

r* — C; 

A, B, C, D, étant les mêmes quantités que précédemment. 
Nous en conclurons d’abord 

C ka } 7 1 B C 

tang v = -g- , — 

5 £? 

où l’on voit que la quantité — ■ qui, d’après l’équation (e} f 

Rêvait être négative ou nulle dans le problème précédent, 
devra maintenant être nulle ou positive. Les deux premières 
des quatre équations précédentes donneront aussi, 

■^ = VD T +ÏT\ v= arc (tang =-~y, 

et si l’on compare cette valeur de v à celle qui était donnée 
par la seconde équation (/), on voit que les plans verticaux 
qui renferment le rayon vecteur du centre de la sphère ajou¬ 
tée, dans le problème précédent et dans celui-ci, seront tou¬ 
jours perpendiculaires l’un à l’autre. Enfin nous aurons cette 
équation de condition : 

B tang [ arc (tang = ~ )] — C = o , 

qui remplacera l’équation (g) relative au problème précédent. 
Ainsi il y aura, pour que .le nouveau problème soit possible, 
deux conditions analogues à celles du premier problème, et 
auxquelles devront satisfaire les quantités A , B , C, D. 
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Les conditions relatives aux deux questions se vérifieront 
à-ia-fois, et les deux problèmes seront possibles, dans le seul 
cas où les quantités B et C seront toutes deux milles. C’est ce 
qui arrivera, par exemple, lorsque toutes les sphères données 
auront leurs centres dans le plan horizontal où la boussole est 
située. La sphère ajoutée aura aussi son centre dans ce meme 
pian : selon que son action devra remplacer ou détruire l’ac¬ 
tion des sphères données, ce point devra être pris sur l’une 
ou l’autre de deux droites horizontales et rectangulaires , 
passant par le milieu de l’aiguille aimantée, et dont les di¬ 
rections seront déterminées, dans chaque cas particulier, par 
les valeurs de l’angle v. 

(20) Afin de pouvoir parvenir à des solutions complètes 
des questions que nous nous sommes proposées dans ce para¬ 
graphe, nous avons supposé que les corps aimantés par l’ac¬ 
tion de la terre et agissant simultanément sur un même point 
étaient des sphères pleines ou creuses: mais, quelles que 
soient leurs formes, et lors même qu’on aurait égard à leurs 
actions mutuelles, on déterminera toujours sans difficulté 
le nombre des équations auxquelles ils devront satisfaire , 
pour que , par exemple , la déviation horizontale d’une ai¬ 
guille de boussole, produite par ces aimans, soit égale à zéro 
dans toutes les directions du magnétisme terrestre; abstrac¬ 
tion faite, toutefois, de la réaction de l’aiguille sur ces corps, 
et en négligeant, comme précédemment, le rapport de sa lon¬ 
gueur aux distances de son milieu à ces mêmes corps. 

En effet, oc, / 3 , y, étant toujours les trois composantes 
rectangulaires de l’action magnétique de la terre, les compo¬ 
santes de l’action exercée sur un point quelconque par un 
système de corps aimantés par l’influence de cette force se¬ 
ront , dans tous les cas, des fonctions linéaires de ces trois 
quantités, et pourront être représentées par 
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P CL -h < 2/3 -t- R y, 

P'* -H Q'fi -f- R y , 

P cl — f— Q P> — j— R y \ 

les neuf coefficiens P, Q, &c. étant indépendans de et, / 3 , y. 
Si donc le point sur lequel ces forces agissent est le milieu de 
l’aiguille; si, de plus, ces trois composantes se rapportent 
respectivement aux mêmes axes que et, fi , y, et que les deux 
premières soient horizontales, il faudra, pour que la boussole 
tie dévie pas de sa direction naturelle , que ces deux forces 
soient entre elles comme et et /3, ou qu’on ait 

/3 ( P et -f- <2 /3 H- R y ) = et ( P ' Ct h- <2 ' /3 R ’ y ) ; 

et comme cette équation devra subsister pour toutes les va¬ 
leurs de et, / 3 , y, elle devra se décomposer en celles-ci : 

P — Q', <2 = o, R — o, P' = o, /?' = o. 

Donc, dans le cas le plus général, les équations auxquelles 
4 e système d’aimans devra satisfaire, seront au nombre de 
cinq : dans des cas particuliers , elles pourront se réduire à 
un moindre nombre, comme nous lavons vu dans le cas du 
n.° 16, où, les deux quantités Q et P' étant égales, ces cinq 
équations se sont réduites à quatre seulement. 






















